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TMA4125 Matematikk 4N

Oppgave 1

a) Vi beregner

Side 1 av 7

/ooo /Ot f(p)g(t —p)e™ dp dt = /Ooo /poo f(p)g(t —p)e™" dt dp

/Oo/oof S du dp = / Sp/oog(u)e_sududp
o Jo 0

/OOO f(p)e™* dp/ﬂ gw)e " du = L(f)L(g).

t=p
Jo fg dp dt
t
b) Vi laplacetransformerer, og far
2, __ S
(s*+1)L(y) o
eller .
L(y) = i R = L(cost)L(sint)

(s24+1)2  s2+41 8241

Vi inverstranformerer, og far

t
y = cost*sint :/ sin(t — p) cosp dp
0

Lot . L, .
= —/ sint + sin(t — 2p) dp = ~tsint
2 Jo 2

Merk den snasne bruken av sina cosb = sin(a+b) +sin(a—b), med a =t —p
ogb=p
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Oppgave 2

a) Slik ser den 27-periodiske utvidelsen til f ut:

Vi beregner fourierkoeffisientene til f:
1 fr , 1 ym ,
Cp = o [W e feT" dx = o [w e~ (tmz g
1 , : (=)™
— (A+in)m _ —(14+in)m| _ ™ T
or(1 + in) (¢ ‘ ) or(1 + in) (=),

og setter sammen fourierrekken

er—e " i (_1>n ein:c
2T 1+in

n=—oo

f@) ~

Merk at den 27-periodiske utvidelsen til f er ikke kontinuerlig, og i for ek-
sempel x = 7 konvergerer rekken til

1/.. _ ) _
2(hm€m+ lim e =

T T——mt

m) B 677T + eﬂ‘
5
Vi kan derfor ikke skrive likhetstegn mellom f og fourierrekken.

b) Funksjonen e er kontinuerlig i z = 0, sa fourierrekken konvergerer til f
her. Dersom vi evaluerer fourierrekken i x = 0, far vi

€7r _ e—ﬂ' 0 (_1)71

e =

2m n=-—00
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Side 3 av 7

Siden . . .
(1" (D7 2=
1+ 1—in 1+n2’
kan vi skrive
67r _ 6—7r 0 (_1)71 e7r _ e—7r €7r _ e—ﬂ' 0 (_1)n
1= -
27 n;m1+in 27 * T n;ll#—nz
B e7r _ e—ﬂ‘ €7r _ €—7r 67r _ 6—71' i (_l)n
27 27 T S 14n?
e i (=)™
R S N
slik at
A ),
er—e ™ ‘= 14n?
Oppgave 3 Vi begynner med & fouriertransformere v med hensyn pa x:

F(u) = dfw, 1),

slik at

0
Flur) = (w1,

0g

Ftgy) = —w?a(w, t).

Vi skal ikke ta stilling til hvorvidt det gar fint & herje slik med u og @, men det
akseptere uten bevis at det gar bra. Na bruker vi relasjonene over i varmelikningen,

og skriver
0
aﬂ(w,t) = Fluy) = F(uge) = —wi.
Denne differensiallikningen klarer vi fint a lgse:
= g(w)e ™"

for en ubestemt funksjon g. Dersom vi fouriertransformerer initialkravet
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Alt vi trenger a gjore na, er a inverstransformere. Siden hgyresiden er et produkt av
to fouriertransformerte funksjoner, er det naturlig a bruke konvolusjonsteoremet.

Vi ser fra tabellen at
1 —m2 2
Fl—=ea | ="
<\/2_t )

og derfor kan vi skrive

1 1 22 1 oo —(z—v)2
u(z,t) = e (f(x) * ﬁe at > = 2\/E/_Oof(v)e i dw.

Oppgave 4 Matlab:

x=pi/4;
z=x+1;
tol = 5x10"(-6);

while abs(x-z) > tol

Z=X;

x=x- (x—-cos (x))/ (1+sin(x));
end

disp (x)

Python:

import numpy as np

x=np.pi/4
z=x+1
tol = 5x10%% (-6)

while np.abs(x-z) > tol:

z=X
x=x— (x-np.cos(x))/ (1l+np.sin (x))

print x

Setter man toleransen til 5 - 107% produserer disse programmene tilnsermingen

x = 0.739085133215.
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Oppgave 5 Vi slar opp i tabellen over Gauss-Legendre-vekter, og regner ut

1 5
/ cosz dr ~ ZAicosxi

-1 i=1
12 Vi —
:78+322+13 70c0s1 5_ 9 /E+322 13\/700081 5+2/E
225 450 3 7 450 3 7

Jeg har brukt at cosx er en jevn funksjon for a spare litt skriving.

Oppgave 6 Finn en tilngerming til y(6), der

y'==2y y(0)=1,
La t, = 1.2k, yo = y(0) = 1 og yx ~ y(zx). Eulers eksplisitte metode er

7

k1
Ykt = Yk — 2hyr = (1 — 2Ry, = (1 — 2h)* = <—5> :

som gir y5 = —5.378239999999998 ~ y(6). Eulers implisitte metode er

Y1 = Yk — 2hYp11

eller

B Y B 1 B < 5 >k‘+1
M= M on) — (A+2nk \17)
som gir y5 = 0.002200925867887 =~ y(6). Den analytiske lgsningen péa problemet
er y(t) = e7?'. Siden
lim y(t) =0

t—o00

bgr en numerisk metode for det samme problemet ogsa gjore det. For Eulers eks-
plisitte metode har vi

lim |y| = o0

k—o0

mens for Eulers implisitte metode, har vi
lim y, = 0.
k—o0

Med andre ord er det sistnevnte som oppfgrer seg kvalitativt riktig.
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Oppgave 7
a) Vi gitrer opp x-aksen med gitteravstand h, og t-aksen med gitteravstand k.
Et typisk gitterpunkt blir (z;,t;) = (ih, jk), og vi skriver
wi; ~ u(w;, ;).

Setter vi inn approksimasjonene

Uij+1 — Uij
u(i, b)) R T
og
o Wi1 41 — 241+ Uim1
Uy (Tiy L) R 32 ;
inn i varmelikningen, far vi det implisitte skjemaet:

k
Yijt1 = 75 (Wit1j41 = 2Uijp1 + Wit 1) = Wiy
La oss si at vi har n 4 1 gitterpunkter pa [0, 1], der g = 0 og x, = 1. Hvis
vi nd antar at u; ; er beregnet for alle ¢, 1 <i <n —1, har vi n — 1 likninger
for de n — 1 forelgpig ukjente tilneermingene pa neste tidssteg, u;;i1. Den
forste likningen blir

k

UL+l T 39 (ug 11 — 2uq j41) = wyy-

siden randbetingelsene gir ug ;11 = 0. I den siste likningen skjer det samme,
og vi far
k

Up—1,45+1 — ﬁ (Un—Q,j+1 - 2un—17j+1) = Un—1,j-

Dersom vi organiserer approksimasjonene som en vektor pa hvert tidssteg

Un—1,5

kan vi sette opp likningssystemet pa matriseform som

Aujy =y
der i B} i
1+%ﬁ L k
—nz 142
k- .
_ 7
A= _k
h2
_% 1+%% _th
i ko 12k
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b) Matlab:

n=10; h=1/n;

m=100; k=1/m;

r=k/h"2;

x=0:h:1;

u=zeros (n+l,m+1);

u(:,l)=x.x(1-x);

A= (1+2*r)+xdiag(ones(n-1,1))-rxdiag(ones(n-2,1),1)-r+xdiag(ones (n-2,1),-1);
for j=1l:m

u(2:n, j+1)=A\u(2:n, Jj);
end

Python:

import numpy as np

n=5.0
h=1/n
m=100.0
k=1/m
r=k/h*x2

x=np.linspace(0,1,n+1)
u=np.zeros ((int (n)+1,int (m)+1))
ulnp.arange (int (n)+1),0]=x* (1-x)

A= (1+2+r)*np.diag(np.ones (int (n-1)),0)—- "\n'
rxnp.diag (np.ones (int (n-2)),1)-r*np.diag(np.ones (int (n-2)),-1);

for j in range (int(m)):

)
u[np.arange (int (n)-1)+1, j+1]=np.linalg.solve (A,u[np.arange (int (n)-1)+1, j]l




