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Utledning

I en ideell gass er det et linesert forhold mellom tem-
peratur og opplagret bevegelsesenergi, gitt ved

1mv2 = §kT

2 2

der k = 1.38064852(79) x 10723 J/K er Boltzmanns
konstant, v er gjennomsnittsfarten til gassmolekyle-
ne, og T' er temperaturen malt i Kelvin. Vi kan altsa
tenke pa temperatur som et mal pa opplagret energi
av et eller annet slag. I andre materialer enn ideelle
gasser er virkeligheten noe mer komplisert, men det
skal vi ikke ga inn pa.

La oss tenke at denne opplagrede varmeenergien
(eller temperatur om du vil), er gitt ved funksjonen
u(z,y, z,t), der (z,y, ) er de romlige koordinatene, ¢
er tidspunktet, og u méles i malt i J/m? eller liknen-
de. La Q veere et omrade i R3. Den totale opplagrede
energien i  er gitt ved

/// u(z,y, z,t) dedydz.
Q

Dersom vi legger noen milde restriksjoner pa glatthe-
ten til u, er endringen i denne energien over tid gitt

ved
;//L“(xay,z,t) av =
///Q wi(z,y, z,t) dV

Fouriers lov sier at endringen i varmeenergi i )
enten skyldes varme som produseres inne i € (tenk
at det star et stearinlys og brenner inne i ), eller
varme som slipper inn og ut gjennom randen Of2,

gitt ved
// FdS:///dideV
o9 Q

der F er et vektorfelt som beskriver varmeflyten. Vi
skal ikke ta i betrakning tilfeller der varme produseres
inne i €, sa Fouriers lov blir

J[[wav=[[] aweav

For mange materialer er det rimelig & anta at
F= szu,

der ¢ er en konstant relatert til varmeledningsevnen
til mediet, slik at fouriers lov blir

///uthz///diVVudV
Q Q
z///um—i—uyy—kuzde
Q

og siden dette bgr gjelde for et tilfeldig valgt omrade
Q, ber
Uty = C2(ua::r + Uy + uzz)u

som kalles varmelikningen eller diffusjonslikningen.

Varmelikningen er der alt startet. Fouriers lov er
oppkalt etter Joseph Fourier, og det var i forbindelse
med hans utledning og analyse av varmelikningen at
fourieranalysen sa dagens lys.

Lgsning pa begrenset intervall
Na skal vi tenke oss en isolert stang der temperaturen
er gitt av u(x,t). Varme kan slippe ut eller tilfgres

gjennom endepunktene, men ingen andre steder. Vi
skal lgse varmeligningen

Uy = gy
pa stang med lengde L. Randkravene
u(0,t) = u(L,t) =0, (5.1)

sier at temperaturen holdes konstant lik 0 i ende-
punktene, og initialkravet

u(z,0) = f(x) (5.2)

sier at temperaturfordelingen er gitt ved f(x) nar
tiden begynner a ga.
Vi prgver separasjon av variable

u(z,t) = F(x)G(t).
Pa samme vis som for bglgeligningen, far vi
F'(x)+kF(z)=0

0g
G'(t) + k2G(t) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for bglgeligningen, mens

G(t) = Ape=(5)t

slik at de generelle 1gsningene til bglgeligningen med
randkrav u(0,t) = u(L,t) = 0 blir

un(,8) = F(2)G(t) = Ape~(F) *sin s,

Likeledes kan initialkravet w(z,0) = f(z) inkorpo-
reres ved a legge sammen alle lgsninger

oo oo
cnT 2
u(et) = Y un(a,t) = Y Ane” (5 Fsin T,
n=1 n=1

sette t =0
ad nmw
f(x) =u(z,0) = Z A, sin T
n=1

og observere at vi far dette til dersom A,, er fourier-
koeffisientene til den odde utvidelsen til f

L
A, = %/0 f(x)sin n%x dx.



Teorem 5.1. Varmelikningen
ug (7, 1) = gy (2,1),
med randkrav
u(0,t) = u(L,t) =0,
og initialkrav
u(z,0) = f(x)

lgses av

oo
cn 2
u(x,t) = Z Anef( )"t sin %x,
n=1

der .
2
Ay, = 7 /0 f(z)sin %x dx.

Lgsning pa hele x-aksen
Vi skal na lgse varmeligningen
Uy = gy
pa en uendelig lang stang. Randkravene skal veere

lim wu(z,t) =0, (5.3)

z—+oo

mens initialkravet er som for

u(z,0) = f(x), (5.4)
der vi antar
gggrjrtloof(x) =0. (5.5)

Vi skal lgse dette problemet ved a fouriertrans-
formere varmeligningen med hensyn pa z. Siden
lim, 100 u(z,t) = 0, satser vi pa at det gar bra,
og vi far

Flug) = AF (Uga) -
Vi tar en kikk pa disse to. Hvis vi antar at u er kon-
tinuerlig deriverbar i ¢, og fouriertransformen er med
hensyn pa z, kan vi skrive

1 o .
Fluy) = E/ u(z, t)e™"% dx

1 *° ;
= (;975\/% Lm u(z, t)e™ """ do = a(w, ),

og
Flge) = —w? F(u) = —w?i(w,t),

slik at
Gy = —c2w?4.

Vi later som om dette er en ordineer differensiallig-
ning for 4, og far

“ _ 2,2
t(w,t) = A(w)e” <™
Fouriertransformerer vi initialkavet, ser vi at

A(w) = i(w,0) = F (u(z,0)) = F(f(x)) = f(w),

og da er det egentlig bare a inversfouriertransformere,
og sa har vi lgsningen

u(z,t) = F 1 (a) = \/% /jo f(w)efﬁw%eiwm dw.

Vel og bra, men vi kan komme oss et knepp til.

Husk at
frg=F" (Vo f3),

og observer at

1 ® _ w2t i 1 (7 —c2w?t
e w)e W dw = F (eCU’).

=/ w f
Me(z)i ?ndre ord, hvis vi kunne inverstransformere
e~ ¢ "t hadde det veert bra. Husk fra tabellen at

2 1 —w?

F (e_‘”” ) = —e 1o .
V2a

Setter vi
1

a=—,
4c?t

og ganger og deler litt med konstanter, kan vi si at

1 —a? 2, 2
F €12t | = e €W t’
(C\/2t )

som gir

1 p —w? 1 1 — a2
u(z,t) = F (fe f) == (f*c 2t6462t>
—(z—v)?

1 Rl z—v
= v)e 4%t dv
2c/mt /_oo @)

Onde tunger vil hevde at u(z,t) ikke er definert for
t = 0. Ikke bra, for vi har jo prevd a fa til at u(z,0) =
f(x), som apenbart ikke er helt riktig. Det kan vises
at

lim u(z, 1) = /(2)

men det skal ikke vi gjgre.

Teorem 5.2. Varmelikningen
ug(x,t) = gy (2, t),

pa hele x-aksen med initialkrav

u(z,0) = f(z)
loses av
u(z,t) = #/oo f(v)ei(fc;:)2 dv,
2ev/7t J oo
og vi har

lim u(z,t) = f(x).

t—0

Laplaces ligning

For & forsta hvor Laplace’ ligning kommer fra, ma
man betrakte varmeligningen i romlige dimensjoner

up = 2 (Upg + Uyy) -



Det fysiske bildet du kan ha, er en tynn varme-
isolert plate der varmeenergi kan forsvinne ut el-
ler inn gjennom sidekantene. Lgsningen til varme-
ligningen vil da gi temperaturen u(z,y,t) i platen
gitt fornuftige rand- og initialkrav. Vi skal ikke lgse
varmeligningen i to romlige dimensjoner, men der-
imot betrakte spesialtilfellet der ¢ — oo, slik at var-
mestrgmmen er konstant, eller steady-state flow som
vi sier pa norsk. Dersom varmestrgmmen er konstant,
er ut(x,y,t) = 0, slik at varmeligningen blir

Ugg + Uyy = 0.

Dette kalles Laplace’ ligning, og den kan vi lgse med
teknikker vi har leert i kurset. Her er en figur som
beskriver en typisk situasjon. Dette er temperaturen

%“ &\s\ss
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i en tynn plate der temperaturen holdes konstant lik
null pa tre sider, og konstant lik fem eller en eller noe
pa den siste siden.

Lgsning pa begrenset intervall - separa-
sjon av variable

Vi setter opp problemet
Uggz + Uyy = 0,
pa rektangelet [0,a] x [0, ] med randkrav
u(z,0) = u(0,y) = u(a,y) =0 og
Vi separerer i vei
u(z,y) = F@)G(y).

Pa samme vis som for bglgeligningen og varmelignin-
gen, far vi
F'(z)+kF(z) =0

og
G"(y) — kG(y) = 0.

A finne F og k blir eksakt repetisjon av argumentet
for bglgeligningen, mens

Gn(y) = Ape @V 4 ByeaV

slik at de generelle lgsningene som tilfredsstiller
u(0,y) = u(b,y) = 0 blir

un(x,y) = F(x)G,(y) = (Ane*%wy + BnenTﬂy) sin .
a

u(z,b) = f(x).

Krever vi u(z,0) = 0, far vi
A, = — B,

slik at

_nm nm . nm

un(z,y) =A, (670 Y —ee y)sm;x
.. nw . nw

= A, sinh —ysin —z,

a a

og krever vi u(z,b) = f(x), far vi det til ved a legge
sammen alle lgsninger

o0 (oo}
u(z,y) = nz::l Un(x,y) = nzz:l Ay, sinh %y sin T;—ﬂ-x,
og kreve
= b
fl@) =u(x,b) = nz::l A, sinh n% sin %Tx,
slik at
2 @ nw
A, = —— ) sin — dx.
asinh "T”b /0 /(@) a
Lgsning i halvplanet
Vi skal se pa Laplace’ ligning
Ugg + Uyy = 0,
i halvplanet. Randkrav skal veere
Jm u(z,y) = lim u(z,y) =0
og
u(z,0) = f(x),
der
o, F(7) =0
Siden lim,_, 1o u(z,y) = 0 satser vi pa at w er

absolutt integrerbar i x, slik at vi kan fouriertrans-
formere med hensyn pa x. Da far vi

F(uzz) + F(uyy) = F(0)

eller
7’[0217,(11)’ y) + ﬁyy(wv y) =0.

Akkurat som med varmeligningen, later vi som om
dette er en ordineer differensialligning i y, og far

a(w,y) = A(w)e "V 4 B(w)el*l.

Na ma vi fouriertransformere  randkravet

limy 00 u(z,y) = 0, og da far vi

lim 4(w,y) = 0.

y—oo

Bruker vi dette, ser vi at B(w) = 0, og fslgelig er
a(w,y) = A(w)e™ M,

Transformerer vi u(z,0) = f(z), far vi

ﬁ(w70) = f(w),



og bruker vi denne, far vi

i(w,y) = flw)e .

Na kan vi inverstransformere og fa

u(z,y) = L T w)e 1YYt gy
@)= o= [ fw) d
= N (f(w)e ),

Na bruker vi samme trikset som for varmeligningen.
Siden dette er inversfouriertransformen til produktet
mellom f(w) og e~1*l¥, og

2
]:<\/> 2y 2) :e—lw\y7
I ]
ser vi at
1 2y
= ()

V2r
1 [e @]
o Rt

Noen artige egenskaper
En funksjon som tilfredsstiller
Ugy + Uyy = 0

kalles gjerne en harmonisk funksjon. Harmoniske
funksjoner har morsomme egenskaper.

Teorem 5.3. La u vere harmonisk pa 2, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i
(z0,Y0) 09 radius a. Da gjelder at

1 1
= — = — A.
u(Zo, Yo) 9a acuds a2//cud

Vi lar denne sta ubevist inntil videre. Beviset kom-
mer ikke pa eksamen i ar. Ta kontakt om du lurer.

Teorem 5.4. La u vere harmonisk pa €, og
la C € Q vere en sirkelskive med sentrum i
(z0,y0) og radius a. Da ligger

max u(z,y)

(z,y)eC
o9
min u(z,
(Join (z,y)
pa OC.

Vi beviser ikke denne heller.



