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Lasningsforslag
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Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2, 3ab, 4, 5, 6 og Tabc som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Fra tabellen i Rottmann har vi £(t"e™®) =T'(n+1)/(s—a)"*! = n!/(s—a)"*'. Fglgelig
er L(te ™) =1/(s+1)%, L(e7") =1/(s+1), L(t) =1/s2, L(1) =1/s og

1 2 1 2
L{ft)}=Lte " +2e "+t —2) = - _=z
)} (te™ + 2 +1-2) (5—|—1)2—‘_S-i-l—i_s2 s
2428 (s+ 1)+ (s+1)2—2s(s+1)2 1
N s2(s+1)2 Cs2(s+1)2

Ved a bruke skiftteorem 2 far vi
L7HG(s)} = LTHF(s)e™"} = f(t — Dult — 1)
= ((t—1)e= D p2e==1 4 (1 — 1) — 2)u(t — 1)
= (e(t+1)e "+t —3)u(t—1).
b) Vi har r(t) = (t —Du(t—1) = h(t — 1)u(t — 1) der h(t) = t. Ved skiftteorem 1 far vi da
L{r(t)} = H(s)e™* = (1/s%)e™%, og den Laplacetransformerte av differensialligningen blir
1
[°Y —s+ 1] +2[sY — 1]+ YV = —e*.
s

Vi lgser denne ligningen mhp. Y og inverstransformerer ved a bruke informasjon fra a):

1 1
(s> +2s+1)Y =s+1+ —e ® dvs. (s+ DY = (s+ 1)+ —e’
s s

1 1 1
Y= it ot~y TEEeT
y=L1Y)=e "+ (e(t+ et +t—3)ut —1)
B et for0<t<1
_{(1—|—e—|—et)et—|—t—3 for t > 1.

Fra tabell har vi L{tf(t)} = —F'(s) og L{tf"(t)} = s*F(s) — sf(0) — f'(0). Det gir
LUP (D) = 0 [2F(s) — 37(0) — J'(0)] = ~25F(s) — $2F'(s) + [(0).

Den Laplacetransformerte av den gitte differensialligningen blir da
[—25Y (5) — s*Y'(s) + 1] + 2[sY (s) — 1] = Y'(s) = 0.

Ved forenkling falger

1
2
—(s*+1)Y'(s) =1=0 ogdermed Y'(s)= o
Ved igjen & bruke regelen L{tf(t)} = —F'(s) far vi, siden £71{1/(s%2 + 1)} = sint
i) b ) st (o - S
L{ty(t)} = -Y'(s) = S Somslr ty(t) =sint, y(t) = et
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a) For koefisientene i cosinusrekka far vi

1 [ 1 (2 1
aoz—/ f(x)dx:—/ dr = —
™ 0 ™)1 T

. 2 . )

2 (7 2 [? 2 sin nx 2sin2n —sinn

an=— [ f(z)cosnxdr== [ cosnzdr=— _ csmon—smn
T Jo m™ )1 ™ n | 7 n

Folgelig har f(x) cosinusrekke

l n gi sin 2n — sinn oS N

T n
La S(z) betegne summen av rekka for vilkarlig x. For x =1 og x = —x/2 far vi
fA+0+f1-0 1 ( 7T>jevn (77) <7r>
1) = =5 )V E s () =r(5)=1
S 2 ;s d73)=53) =73

b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) oppfyller (i) og (ii), ma vi ha
F'—kF=0, F'(0)=0, F'(r)=0 og G —kG=0

for en konstant k. Fra Kreyszig 11.5 (adiabatiske randbetingelser) vet vi at ikketrivielle
lgsninger for F(zx) blir F,,(z) = cosnz for k = —n? der n = 0, 1, 2, ... . For G(t) far
vi G +n2G = 0 som gir Gp(t) = A,e ™t der A, er en vilkérlig konstant. For u(z,t) =
F(z)G(t) far vi dermed

up(x,t) = Fp(z)Gp(t) = Ane ™ cos na, n=0,1,2,3,... .

Siden (i) er linezer og homogen, er summen u(z,t) = Y > un(z,t) ogsa en lgsning, og den
oppfyller (ii). Vi setter folgelig u(z,t) =Y 7, Ape "t cosnz, og bestemmer koeffisientene
A, slik at betingelsen (iii) blir oppfylt:

Vi skal ha f(z) = u(x,0) = Y7 A, cosnz for 0 < z < 7. Fra punkt a) far vi A4y = 1/7
og Ay, = (2/m)(sin2n —sinn)/n for n =1, 2, ... og folgelig

[ee] . .
+ 2 Z sin2n —sinn _, 2,
z e P e

Y n
n=1

1
u(z,t) = — COS NT.
0

De Fouriertransformerte av f og f * f er

~

—3 1 . _ i
1 |:—€ zwac:| 7 e zw_ezw
1w 1

1 ! —iwWT -
Fp) = Fy = —= [ emrar = - =

R ,\ -1 e—iw_eiw 2 -1 e—2iw_2_|_€2iw
B ) = VI Jlw) flw) = L () L et

Ved a bruke formelen for invers Fouriertransformert far vi, siden (f * f)(x) er kontinuerlig,

62iw —24 6—2iw

R ) e

Setter vi z = 3, far vi

1 [ee] €5iw _ 263iw + €iw
- dw = (f+ f)(3) =0

2
2 J_ w
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siden (f* f)(3) = [%_f(p —p)dp = f_ll fB3—p)dp = f2 t)dt = 0. Det sgkte
integralet er, Slden e = cos aw—l—i sin aw, realdelen av mtegralet pa Venstre51den. Folgelig
er

w =10

/OO cos5w—2(:os3w+coswd
2

oo w

La W (z, s) vaere den Laplacetransformerte av w(z, t), W (z, s) = [, e™*w(x,t) dt. Laplace-
transformasjon av den gitte ligningen gir

ow 1 ow 1 )
B sW —w(z,0) = 2 dvs. s sW = 2 (siden w(z,0) = 0).

Dette er en ordineer differensialligning for Wz, s) betraktet som funksjon av z. Ligningen
kan da skrives dW/dx + sW = 1/s2, og ved & bruke lgsningen som star i oppgaven far vi

Wiz, s)=C(s)e™*® +1/s>.

Vi skal ha w(0,t) = 0 og felgelig W (0, s) = 0. Siden W (0,s) = C(s) + 1/s> folger C(s) =
—1/s3 og
1 1 —xs
W(z,s) = el L
For & inverstransformere, bruker vi at F(s) = 1/s3 har inverstransformert f(t) = 3t og
skiftteorem 2:

12 for0<t<uz
tx(2t —x) fort > .

@ I Ty, f lar vi annethvert ledd ga til T, f og R, f henholdsvis:

2n—1

B = L2 -1) + 1) w f(Qn)
ey L Y (D) S ()
];;g?mf ]_; e
S CAUSIVIIRES SO RES S CRID | vy
[

der vi innferte 5 = 2k for partall j og 7 = 2k + 1 for oddetall j.

Néar n=2er

Tof = 1 [f(D) +fO] + 5[f(=3) + £(0) + £(3)]-
Siden f(t) = tsin®t er en odde funksjon, er fil f(t)dt = 0. Vi har ogsa f(—1)+ f(1) =0
f(=3)+ f(3) =0o0g f(0) = 0slik at T»f = 0. Trapesmetoden gir altsé eksakt svar i dette
tilfellet.

a) Vi innfgrer nye variabler y; = y og yo = ¢’ og far differensialligningssystemet

0) =
y - med initialbetingelser 1.(0)

v =(1—yi)y2 — 0 y2(0) = 0.

e

Y

IfSIF5013k03 15. juli 2003 Side 3



SIF5013/16 Matematikk 4N eksamen 07.08.03

b) For differensialligningssystemet i a) blir “Baklengs Euler” gitt ved
Yin+1) _ (Yin Y2,n+1
)= () o (o )
Yont1 Yon (1 = ¥{ nr1)¥2,n41 — Y11
Med n = 0, h = 0.1 og initialbetingelsene 1,90 = 2 og y2,0 = 0 far vi ligningssystemet
Y11 =2+ 0.1y21
Y21 = 0.1 [(1— o7 )y21 — v -
Multipliserer vi begge ligningene med 10, kan ligningssystemet skrives
10y1,1 —y21 —20=0
y11+ 9+ i 1)yz,1 =0.
c¢) Ligningssystemet

10y; —y2 —20 =0

2 har Jacobimatrise J(y1,y2) — ( 10 -1 > '

1+2y192 9+ y3

For a finne y11 = y1,0 + Ay1,0 08 Y2,1 = Y2,0 + Ay 0, lgser vi ligningen

A 10y1,0 — y2,0 — 20
J(Y1,0,Y2,0) ( ym) - _ ( Y1,0 — Y2,0 )

Ayz0 Y10+ (9 + 47 0)y20

med hensyn pa (Ayl,o Ayg,o)T. Med startverdiene y;,0 = 2 og y20 = 0 far vi

10 =1\ (Ayio) _ (0

1 13) \Ayo)  \2
Ayio) (10 —1\7'/0\ 1 /13 1) [0\ _ (0.2
Ayop)  \1 13 2)~ 132\~1 10)\2) " \o15)"

Fogelig far vi

som gir

y1,1 = 1.98 og y2,1 = —0.15.
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