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Lasningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2, 3abc, 4, 5, 6, 7, 8, som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Formelen for sin(u + v) gir sint = sin[(t — a) + a] = sin(t — a) cos a + cos(t — a) sin a.
Dermed far vi, ved hjelp av transformasjonsregelen L{f(t — a)u(t — a)} = e"** F(s),

L{u(t —a)sint} = cosa L{sin(t — a)u(t — a)} + sina L{cos(t — a)u(t — a)}

_ 1 ) _ S _,sCO8a + ssina
=cosae as—82+1 +sinae “582+1 —e a5482+1
Eller, ved integrasjon,
o0 —st o cosa + ssina
LA{u(t —a)sint} = “Stsintdt = —ssint — cost = ¥——
{u(t — a)sint} /a e *sin 52+1( ssin )a e 21

Vi finner h,(t) = L71(H,) ved & bruke transformasjonsregelen L~ {F (s —a)} = e® f(t):

B 25+ 3a _ 2(s+a)ta
2+ 2as+a?+1 (s+a)P+1

H,(s) ha(t) = e~ (2cost + asint)

b) Differensialligningen kan skrives
v’ + 2y + 2y =5sint —u(t — m)5sint = 5[sint — g, (t)].

Ved a bruke resultatet i a) far vi ved Laplacetransformasjon:

1 (=1 5 _
2 TS TS
Y +2sY +2Y =5 — — Y = 1+
N N [524—1 ¢ 82+1:| (52+25—|—2)(52—|—1)( )

I den oppgitte delbrgkoppspaltingen kjenner vi igjen funksjonen Hi(s) fra a). Det gir

25 —1 25 —1
V= (i - ) v (e - 5
1) =) te S
y=[hi1(t) —2cost +sint]+ [hi(t —7) —2cos(t —7) +sin(t — 7) | u(t — 7).
Siden cos(t — ) = —cost og sin(t — ) = —sint, far vi
_ Je (2cost +sint) — 2cost 4 sint for0<t<m
V= e '(2cost +sint) — e~ (=™ (2cost +sint) for t > .

Integralligningen kan skrives y(t) = ke~ 4+ e~ xy(t). Vi Laplacetransformerer ved & bruke
konvolusjonsregelen og L(e™) = 1/(s — a):

k 1
Y = Y
s+b+s+b
Sa finner vi Y,
1 k k
( s+b s+b s+(b—1)

og inverstransformerer ved igjen a bruke L£(e®) = 1/(s — a):

y(t) = £7HY) = ke O-V1
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a) Vi bruker delvis integrasjon for a beregne b;:

1 ™
/ flx s1nxdx——/ xcosxsin:cd:c:—/ x sin 2z dx
2T 0

1 1 T 1
o+/0 200395:0] 277( 2> 1
—_——

0

T
% [—5 cos 2x

Siden b, = (—1)"n/(n? — 1) for n > 2, har f(z) = (x/2) cos x sinusrekke

T nsinnx
Ecos :——smx—l—z _—, O<z<m.

b) Vi setter inn u(x,t) = F(x)G(t) i ligningen (1) og separerer variable:

F//_G//+2G/ F”—k‘F:O

F'G=FG"+2FG — = = k (konstant
G=FG +2FC, F G (konstant), G" 426" — kG =0

Randbetingelsene (2) medfgrer F(0) = F(w) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, far vi lgsninger
F(z)#0nar k= -n?n=1,2 3, ... Dablir F,(z) = sinnx.

Nar k = —n? far vi for G(t) ligningen
G" +2G' +n*G =0.

Den karakteristiske ligningen A2 + 2\ + n? = 0 har lgsning A\ = Ay = —1 nar n = 1 og
A2 =—1=£1ivn? —1nar n > 1. Dermed blir

Gi(t) = (A + Bit)e™ forn=1
Gn(t) = e ' (A, coswyt + By sinw,t) forn=2,3,...

der w, = vn? — 1 og A,, B, er vilkarlige konstanter. For u(z,t) = F(z)G(t) far vi

Ul ({L‘ ) = Fl(x) (t) (Al + Blt) tsinx
n(x,t) = F(2)Gp(t) = (An cos wpt + By, sin wnt) sinnr, n=23,...

c) Siden ligningen (1) er lineser og homogen, er summen u(z,t) = > 2 up(x,t) ogsa en
lgsning, og den oppfyller randbetingelsene (2). Vi setter fplgelig

u(z,t) = (A; + Bit)e 'sinz + Z e " (Ap coswyt + By sinwyt) sinna

og bestemmer koeffisientene A,, og B,, for n = 1,2,3,... slik at initialbetingelsene (3) blir
oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. ¢ gir

w(z,t) = [Br — (A1 + Bit)]e 'sinz

+ Z —wn Ap sinwyt + wy By, cos wpt) — (A, coswpt + By, sin wnt)] sinnz.
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Til bestemmelse av A,, og B, far vi dermed, nar vi bruker sinusrekka i a) for (x/2)cosz:

(i) ——s1nx+z n11SIMNE (:)u(x,O):Alsinx—FZAnsinmc
n=2
(ii) 02 w(2,0) = (By — Ay)sinz + Z (wn By — Ay) sinna
n=2

Av (i) far vi Ay = —1/4 og A, = (—=1)"n/(n? — 1) for n > 2. Av (ii) far vi B; — 4; =0 og
wn By — A, =0 forn > 2. Det gir By = Ay og By, = A, Jwy, forn > 2. Siden w,, = vn? — 1,
blir svaret

1 Vn? t
u(z,t) = 4(1 +t)e smx—kz Mtf (cos vVn2—1t+ sm\/% )

For f(w) = F(f) far vi

Y 1 * —wx _ 1 ! —iwx _ 1 efiwx !
f(w)zﬁ/oof(x)e dx—ﬁ/le dx_ﬁ[—iw]_l

1 e —e 1 (cosw + isinw) — (cosw — isinw) \/Esinw
- :

B 2 1w B 2T 1w

Ved & bruke formelen for invers Fouriertransformasjon far vi

w

~ 1 o . 1 [o S
FN) = \/—2_7r/ f(x)e™™ dw = ;/ Slnw(cos wzx + i sin wz) dw.

oo W

Vi setter © = 2, tar realdelen av integralet, og bruker at f(x) er kontinuerlig (og reell) for

x = 2. Det gir
1 00 s 00 o3 2
il / S0 cos 2w dw = f(2) =0, og folgelig / SIWES W v = 0
T ) o W 0 w
siden sinw cos 2w/w er en jevn funksjon.
Vi bruker Newtons dividerte differensers metode:
i | fledl =y flro,zigd]  flos zicn, zige]  flos, i1, Tigo, i3]
1 2
1-2
R —142
0.5-1 _ _q 1/3-1 _ 1
2—-15 Cosil 1 3—1 3
2 0.5 0_0.5 3—-1.5 — 3
55 =05
3 0

interpolasjonspolynomet i Newtons form er

pn() = flwo] + flzo, z1](x — 20) + -+ + flwo, ..., 20| (® — 20) -+ (T — Tp—1),
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og i tilfellet vart
p3(z) =2—-2(x—1)+ (z — 1)(z — 1.5) — 1/3(x — 1)(x — 1L.5)(z — 2),
p3(z) = —0.33332> + 2.52% — 6.6667 + 6.5.
@ Ved bruk av Crank-Nicolsons skjema med n = 4 for den oppgitte PDL far man

i=1 @+2)UiT —r U+ U = @-20)U] + (U] + U7)
i=2 Q+2)UT —r U+ U = @-2n)U] + (U] +U7)
i=3 +20)U" —r@M"+ U = (220U + (U] +U3).

Fra randbetingelsene har vi at Ué“ = U} = 0 for alle k, og ved & substituere dem i systemet

far vi
242r —r 0 Ull U{) Ug
-r  242r —r Uy | =@2=2r)| UD | +r| U+ UY
0 -r 24 2r U} Uy Uy

Fra initialbetingelsene far vi [UY,US,UY] = [sin(7/2),sin(r),sin(3/27)] = [1,0,—1], og
med r = 1/2 far vi systemet

3 -3 0 Ut 1
1 1

-1 31 —1 U% =10
0 -3 3 Us -1

For den ikkelinezere ligningen

har vi
flr)y=a"+¢e" -1, f(z)=2z+¢",

og Newtons iterasjon er

Ln+1 = Tn — f(xn)/(f/(xn))

Siden xoy = —1 far vi
1+el—1
-9 + e—l

x9 = —0.7186 og x3 = —0.7146. Residualet er f(z3) = 2.0604e — 05.

z=—1 = —0.7746,

Vi bruker Heuns metode for a finne en tilnsermelse til y(0.1), med y lgsning av diffligning

vy o= yi+t
y(0) = 1.
Vi har to = 0, t1 = h= 0.1, vi far
Y = yo+h(yd+to) = 1+h
o= Yo+h/202+to+Y2+t) = 1+h/2(1+ (1+h)2+h),

ogy1 =1+0.1/2(1 4 1.1+ 0.1) = 1.1155.

IfSIF5013v02 11. mai 2002 Side 4



