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Lasningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2abc, 3, 4, bab og 6ab, som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Vi har
1

b = [ HN = g0 ogfolgi H() = 5 F()

ved konvolusjonsregelen. Alternativt kan vi starte med L{e*f(t)} = F(s — 2) ifslge
skiftteorem 1, da er [,{fg e f(r)dr} = (1/s)F(s — 2) ifglge integralregelen og dermed
L{e 2 [ f(r)dr} = (1/(s +2))F((s +2) — 2) = F(s)/(s + 2) ved skiftteorem 1.

For h(t) far vi ved a bruke skiftteorem 11 (1) og skiftteorem 2 i (2):

F(s) 1 B 1
s+2 s2+25+2 (s+1)2+1

@) H(s) = SFf; - SiQ (8:22)6—8 - 8—126—8 og folgelig  h(t) = (t — Du(t — 1),

(1) H(s) = og folgelig h(t) = e 'sint

b) La Y (s) vaere den Laplacetransformerte av y(t). Laplacetransformerer vi det gitte ini-
tialverdiproblemet, far vi

2 s+ 2

(Y —s-1 —0] +4[sY — 1] +4Y = F(s) + =F(s) = F(s).
S S
Siden 52 +4s+4 = (s+2)? og s +4 = (s +2) + 2 far vi
2) 42 1 1 2 1
yo 242, F(s) + 1H(s)

T 542 + (s+2)? s
t

y=LHY)=e? 4 2te™H + / h(T)dr slik at g(t) = e + 2t

0

(s +2)2 s(s+2)

a) For koeffisientene i sinusrekka far vi

2
cosnxe cosn — cos2n

2 (7 2 [?
bn:—/ f(x)sinnxdx:—/ T sinnzdr = — =
m™Jo ™)1 2 n 1 n

Folgelig har f(x) sinusrekke

[o@)
coSn — cos2n .
E —  sinnz.

flz) =
n=1 n
Vi setter inn x = 7/2. Nar n = 2m er sin(nn/2) = sinmm = 0 og nar n = 2m + 1 er

sin(nm/2) = sin (mn + 7/2) = cosmm = (—1)™. Siden f er kontinuerlig for x = 7/2 folger

> m €08 (2m + 1) — cos (4m + 2) T s
Z(_l) 2m + 1 :f(§> — 9

m=0
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b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) oppfyller (i) og (ii), ma vi ha
F'—kF=0, F(0)=0, F(r)=0 og G —(k-1)G=0

for en konstant k. Fra Kreyszig 11.3 vet vi at ikketrivielle lgsninger for F'(z) blir F,(x) =
sinnz for k = —n? der n = 1, 2, 3, ... . For G(t) far vi G’ + (n? + 1)G = 0 som gir
G(t) = Cpe= Dt der €, er en vilkarlig konstant. For u(z,t) = F(z)G(t) far vi dermed

up(z,t) = Fp(2)Gp(t) = Cre~ ™+ gin g, n=123,....

Siden (i) er lineser og homogen, er summen u(x,t) = 2?21 un(x,t) ogsa en lgsning, og den
oppfyller (ii). Vi setter folgelig u(z,t) = 3.°°, Crhe™ ™ TV sinnz, og bestemmer koeffisi-
entene C,, slik at betingelsen (iii) blir oppfylt.

Vi skal ha f(z) = u(z,0) = Y 7, Cysinna for 0 < 2 < w. Fra punkt a) far vi C,, =

(cosn — cos 2n)/n og folgelig

x
cosm —cos2n . 2 .
u(x,t) = Z T e D gin

n
n=1

c) Grafen til f*(x) pa intervallet 0 < x < 27

T2+

| |

| |

| | :
1 2 ™

—n/2 4 —

Funksjonen f*(z) kan representeres ved Fouriersinusrekka vi fant i a). En rekkelgsning for
yp er da av formen y, = > 07 | (A, cosnz + By, sinnz). Vi deriverer leddvis og setter inn i
differensialligningen y” + 3y = f*(x) for a bestemme koeffisientene A,, og By,:

o o0 o0
— 2
Z(—n2An cos nx —n’B,, sinnz)+3 Z(A” cosnx+ By sinnx) = Z COST 7 COS 2 i ma.
n=1 n=1 n=1 n
Da ma vi ha (—n? + 3)4,, = 0 og folgelig A, = 0, og
— cos? om —
(—n?+3)B, cosn — cos 2n og folgeli B, — cos 2n — cosn
n n(n? — 3)
En partikuleer lgsning blir dermed
icosQn—cosns, (0 Oy cos V32 4 Cysin V32 + )
= ———————sinnx = T inv3ux :
Yp ] n(n2 — 3) gy 1 2 Yp
a) Den Fouriertransformerte av f(x) er
f(w) _ 1 /OO (i) g _ 1 e~ (1+iw)z _ 1 .
27 Jo V2 1 +iw V2 (14 iw)

(Vi brukte at lim, e~ () — Yy e~ Temwr — Jiy, | e *(coswx — sinwz) = 0.)
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Siden /f;(w) =27 f(w) . f(w) folger av konvolusjonsregelen at
~1h w)y = T — .
F )} = Z= (F @) =VE [ fo =)o) dp

Nérp<0erf()—0 og nar p > z, dvs. x —p < 0, er f(x — p) = 0. Folgelig er

h(z) =

=V2r [y f )f(p) dp. Dermed far vi h(z) = 0 nar x < 0 og
= 27T/ e~ (@=P)e=p dp =+ 277/ e Tdp=V2re p =V2rze ™™ mnarx > 0.
0 0 p:O
La W(x,s) veere den Laplacetransformerte av w(z,t), W fo w(z,t)dt. La-
placetransformasjon av den gitte ligningen gir
20 [sW — w(z,0)] + %—W =0, dvs. %—W = —2xsW (siden w(z,0) = 0).
x x

Dette er en ordineer differensialligning for Wz, s) betraktet som funksjon av z. Ligningen
kan da skrives dW/W = —2xsdz. Ved integrasjon far vi In |W| = —22s + C;(s) som gir

2

W(z,s) = e #sHC(s) = C(s)e ™

(der C(s) = £e©1()). Vi skal ha w(0,t) = f(t) = t2, folgelig er C(s) = W(0,s) = 2/s% og
W (x,s) = (2/s3)e"s. Inverstransformering ved hjelp av skiftteorem 2 gir

0 for t < a2
(t—22)? fort > 22

w(z,t) = f(t — 2Hu(t — 2?) = (t — 22)%u(t — 2?) = {

a) De tre kardinalfunksjonene blir:

C(r=2)(z-3) 1
Ly(z) = 1=2)1-3) —5(:52—536—1-6)
(x—1)(z—-3)
Li(z) = CEECEE) = —(2* — 4z +3)
(z—-1)(z—-2) 1
Ly(z) = G-D3-2) —§($2—3$+2)

Polynomet som interpolerer f(z) er da gitt som
Py(z) = oLo(w + fil1(z) + f2Lo(x)
1
=1- ( 2 _b5x+6)—8- (x2—4x+3)+27~§(x2—3x+2)

= 5(1233 — 222 +12) = 622 — 11z + 6.

Et interpolasjonspolynom er unikt, gitt at z-verdiene er distinkte. S& om vi istedet hadde
brukt Newton-interpolasjon, hadde svaret blitt det samme.

b) La

Py(x) = Py(x) +c- g(x)
vaere 3. gradspolynomet som interpolerer f(x) for de fire datapunktene, zg,...,z3. Vi ma
kreve at Ps(z;) = Po(x;), i =0,...,2. Dette gir at g(x;) =0,7=0,...,2 og gir

9(z) = (z = wo)(z — 1)(z — a2) = (z — 1)(z = 2)(z — 3) = 2° — 62° + 11z — 6.
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Konstanten ¢ bestemmes ved a kreve

Py(x3) = f(x3)

som gir opphav til

o= @3 = Polwg) )

g(x3)
Dvs.
Psy(r) = (6x2—11$+6)+1'(x3—6x2+11x—6) = 23,

Siden Ps(z) interpolerer f(z) i fire distinkte punkter og f(x) er et 3. gradspolynom ma
Ps3(z) = f(z) og dermed er
f(z) =23

@ a) t t
[ vaar= [ oty at "R St = ) (0lni) + o).
Ynt+1 = Yn = %h(g(ynﬂ) +9(n)),

der h = t,41 — ty. Dvs.
1
Yn41 = Yn + §h(9(yn+1) + 9(yn))-

b) TRAPESMETODEN: )
Yn+1 = Yn + Eh(g(ynJrl) + 9(yn))

[ynﬂ - lhg(ynﬂ)} - [yn + 1hg(yn)} =0

2 2
1 1
u—=h 5—0—50u — Yo+ zh 5—0—50y0 =0
2 \u 2 \yo
Vi velger da
1
A =1+ 25h, B=- [(1 — 25h)yo + 25h—} , C = —25h,

Yo

slik at 1
Au+ B+ C—- =0.
U

Med yo = v/2 og h = 0.1 far vi:
A=1+4+25-0.1=35
1
B=—1(1-25-0.1)-v2+25-0.1—| = 0.35355
( ) 7
C=-25-0.1=-25.

For a finne v kan vi enten bruke en iterativ metode, som f.eks. Newtons metode, eller vi
kan lgse den direkte ved a skrive:

Au? + Bu+C =0,

sette inn verdiene for A, B og C ovenfra og lgse ut. Eneste positive lgsning gir u = 0.7962
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Om vi velger a bruke Newtons metode, kan vi sette

f(u) =Au+B+C/u
fl(u)=A—C/u?

og bruke

(k)
DRI GO B

f(u®))’

Vi kan velge u(9 = yy = /2 og far folgende iterasjonstabell:
k w(F)
V2
1.66989
0.78386
0.79605
0.79615
5 | 0.79615

Etter 5 iterasjoner endrer ikke de 4 forste sifrene seg, og vi konkluderer med at u = 0.7962.

WD =

=W N = O

BAKLENGS-EULER:
Yn+1 = Yn + hg(Yn+1)

Wn+1 — hg(Yns1)] —yn =10
[u—h(@ —50u>} —yo=20
u

A=1+450h,  B=—yy, C=-50h

Vi velger da

slik at ]
Au+B+C==0.
U

Med yo = v/2 og h = 0.1 far vi:
A=1+50-0.1=6, B=—V2, C=-50-0.1=—5.

For a finne v kan vi enten bruke en iterativ metode, som f.eks. Newtons metode, eller vi
kan lgse den direkte ved a skrive:

Au? 4+ Bu+C =0,

sette inn verdiene for A, B og C' ovenfra og lgse ut. Eneste positive lgsning gir v = 1.0383.

Newtons metode: P4 samme méate som for Trapesmetoden.
k w(k)
0 V2
1| 0.99827
2 | 1.03760
3 | 1.03830
4 | 1.03830

Etter 4 iterasjoner endrer ikke de 4 forste sifrene seg, og vi konkluderer med at u = 1.0383.
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