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Lasningsforslag

Oppgavesettet har 11 punkter, lab, 2ab, 3ab, 4, 5, 6 og 7ab som teller likt ved bedgmmelsen.

a) Funksjonen f(t) kan uttrykkes ved hjelp av Heavisidefunksjonen (stepfunksjonen) u(t)
som

f(t) = (t—1)%u(t —1).
Av transformasjonsregelen L{h(t — a)u(t — a)} = H(s)e™% far vi, siden L{t?} = 2/s3,

F(s) = 2e™*.

—€
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Fra regelen om den Laplacetransformerte til et integral, [,{fg f(r)dr} = (1/s)F(s), finner
vi at den Laplacetransformerte til g(¢) er

G(s) = %F(s) _ 2

g

b) Vi setter X1 = L{z1} og X2 = L{z2}. Den Laplacetransformerte av differensiallig-
ningssystemet blir det linesere systemet
8X1+X2:F(8) SX1+X2:F(S)
X1 — (sXa — 1) = G(s) ' X1 —5Xo =G(s) — 1.

Vi kan Igse ligningssystemet f.eks. ved & gange den andre ligningen med s og trekke den
fra den fgrste. Det gir Xo + 52Xy = F(s) — sG(s) + s = s (siden sG(s) = F(s)) og dermed

For X, far vi
1 2 1

—S

X1:8X2+G(8)—1:G(5)—m:8—46 RN

Siden £71(2/s*) = t3/3 far vi ved invers Laplacetransformasjon at

z1=3(t— 1)3u(t — 1) —sint

x9 = cost.

a) Grafen til den odde, henholdsvis jevne, 2m-periodiske utvidelsen av f:

\ -7 } N z —m ‘ T z
Koeffisientene i sinusrekka er gitt ved formelen

2 ™
by, = —/ f(x)sinnz dx.
T Jo
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Vi benytter delvis integrasjon og far

2 ™ 2 ™ 2 7r1 2
bnz—/ (1—f)smnxdx:—[—(1—f) COSW] ——/ SO = =
T Jo v v ™ n lo wJg m n nw

S —
0

Sinusrekka til f er Fourierrekka til g. Altsa er

( ) 2§:sinm:
T) = — .
g TEL N

Nar x = 317/2 har vi, fordi g er odde og periodisk med periode 27, at summen av rekka
er

;Z w = g(167 — /2) = g(—7/2) = —g(7/2) = ”7/2 1 _%.
n=1

b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) tilfredsstiller (%) og (%), ma vi ha
F" =kF, G =k*G og F(0)=F(r) = 0.

Fra Kreyszig 11.5 vet vi at alle ikketrivielle lgsninger for F(z) blir F,(z) = BEL sinnx for
k=-n?dern=1,23,... og B er konstant. For G(t) far vi G, (t) = Cpe™™ ¢t der C,,
er konstant, og altsa

un(x,t) = Fp(z)Gp(t) = Bn€*"202tsinnx, n=123, ... (B, = B!C,).

Siden (x) er lineser og homogen, er summen u(z,t) = > 2 u,(z,t) ogsa en lgsning, og
den oppfyller (xx). Vi setter folgelig u(z,t) =Y 7, Bne "t sinnz og bestemmer koeffi-
sientene B,, slik at initialbetingelsen blir oppfylt.

Vi skal ha 1 — z/7 = u(z,0) = Y 7 Bysinnz for 0 < z < 7. Fra punkt a) far vi
B, =2/(nm) og folgelig

(.1) 2 i 1 202 .
u(x,t) = — —e sinnz.
TEn
a) For de Fouriertransformerte far vi
Flw) 1 /1 —iwa 1 [—eiwx} ! —e W 4 ™ 2isinw 2sinw
V2m )1 V2 1w _1 1wy 2T 1wy 2T T w
1 o 1 [—eOrwe]™ g 11—
) = <= [ e gy e _ _ iw
V27 Jo Vor | 14w o Vorl+iw 2714 w?

—iw

Te

(Vi brukte at lim,_, o0 e~ (Hiw)e — Jim e~ T = limy o0 € *(coswz — sinwz) = 0.)

b) Vi har F{h(x)} = F{(f xg)(x)} = V27 f(w)/g\(w) ifplge konvolusjonsregelen. Siden
h(z) er kontinuerlig, far vi ved hjelp av formelen for invers Fouriertransformert at

h(z) = f_l{\/%f/?'/g\} = % /_OO \/%f(w)/g\(w)eiwm dw = l /OO weiwm dw.

T Joe w(l+w?)

Setter vi z = 0, far vi

L[ wdw:h@:/_Zﬂ_p)g(p)dp:/l g<p>dp:/ole—pdp:1—e—1.

T ) w(l+w?) _1
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Det sgkte integralet er realdelen av integralet pa venstresiden. Siden hgyresiden er reell,
far vi

1 {o@) : [o@) :
_/ Sy et dus, / S (1Y),
T oo w(l + w?) oo w(1 +w?)

La W (z, s) veere den Laplacetransformerte til w(x, t). Det vil si W (z, s) = [ e w(x, t)dt.
Dersom vi transformerer hele ligningen far vi en ordineer homogen forste ordens differen-
sialligning i x med s som parameter:

oW (z,s)

0 + 2xsWi(x,s) = 0.

Den generelle lgsningen av denne ligningen er
2

W(z,s) = F(s)e” " °.

Vi finner w(z,t) ved a bruke den inverse Laplacetransformasjonen. Fra tabellen (2. skifte-
teorem) far vi

w(z,t) = f(t —zH)u(t — 2?).
Randbetingelsen er tilfredsstilt nar f(¢) = ¢, og altsa er

0 for 0 < t < 22

w(zx,t) = (t — 2?)u(t — 2?) = {

t—a? for z? <t.
Ved a bruke formelen for Gauss-Seidels metode far vi
xgl) = % (_xgo) + x:(go) + 1) = li()
(=0 41) g =

@ Den generelle formelen for Heuns metode er

Una1 = Yo+ 0 (@nyn)s Yt = Y+ 3 [F(@nyn) + F(@ns1,0540)]
Her er ¢y = 3zy, x > 0 og y(0) = 1 slik at f(z,y) = 3zy, o0 =0, yo = y(0) = 1.
Med h = 0.3 far vi
] = 0.3
yi=1
y1=1405-0.3-3-0.3 =1.135.
Nar vi betrakter problemet ¢y = 3xy, < 0 har vi h = —0.3, 29 = 0, yo = 1 og vi far

T = —-0.3
yr =1
yy=1-05-0.3-3-(-0.3) = 1.135.
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Eksakt 1gsning:

/
y/:3xy:>%:3x$(lny)/:3x:>1ny:%x2+0,
y(0)=1=C=0= y(x) = 3712,

Nar # = 0.3 har vi $2% = 0.135 og "% = 1.1445.... Feilen er ~ 0.0095. Den samme

feilen far vi ved x = —0.3.
)
Y u =90
Differanseligninger: : /
dug — wiz — u = 30 ol LR
—ui1 + 4uio — U9y = 150
—u11 +4ug; — uze = 30 ol TR R
—U12 — U921 + 4UQ2 = 150.

T
u=0

b) Jacobis metode pa systemet i a) med startverdier uz(;)) =0fori j=1,2

1 1 0 0 15
ugl) = 1 (30 + ugz) + uéf) = 5
1 75
uglz) = 1 (150 + ug(i) + ué?) = >
1 1 0 0 15
uéQ) = 1 (150 + u§2) + u(21)) = 5
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