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Alle svar skal begrunnes, og det skal veere med sa mye mellomregning at fremgangsmdten frem-
gar tydelig av besvarelsen.

Oppgave 1

a) Vis at den Laplacetransformerte av f(t) = 2te’ — e’ + e~ er gitt ved

4

Fo) =S

Finn videre invers Laplacetransformert av e *F'(s).

b) Bruk Laplacetransformasjonen til & lgse initialverdiproblemet
y' —y=r(t) fort>0, y(0)=1, #(0)=1,

hvor 7(t) =0 for 0 <t < 1 og r(t) = €' for t > 1.

Oppgave 2 Lgs integralligningen
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Oppgave 3
a) La f(z) = z(1 — ) for 0 <z < 1. Finn Fourier-sinusrekken til f(z).
11

b) Bestem summen av rekken 1 — g5 4+ 25 — %5 + g5 — + -

I resten av oppgaven skal vi se pa rand- og initialverdiproblemet

Ut — Uge + g = 0, O<zx<l, t>0,
(1) u(0,) = u(1,t) =0, t>0,
u(z,0) = u(x,0) =0, 0<z<1,

der g er en gitt konstant. (Problemet modellerer en svingende, horisontal streng pavirket av
tyngdekraften.)

c) Finn funksjonen v(z) (uavhengig av tiden t) som tilfredsstiller randproblemet

Vgt — Vg + 9 = 0, O<zx<l1, t>0,
(2) {

v(0,t) =v(1,t) =0, t>0,

d) Finn alle lgsninger pa formen w(z,t) = F(x)G(t) av randproblemet

- xr — 07 O < < 17 t > 0,
(3) {wtt w x

w(0,t) =w(l,t) =0, t > 0.
Bestem videre en lgsning av (3), gitt pa rekkeform, slik at u(z,t) = v(x) + w(zx,t) lgser
det opprinnelige problemet (1).

Oppgave 4 Vi ser pa den partielle differensialligningen
Uy — 2ty = 0, —o<xr<oo, t>0,

med randbetingelsene lim, 4 u(x,t) = lim, 4+ uz(x,t) = 0 for t > 0.

a) Finn en ordinser differensialligning tilfredsstilt av den Fouriertransformerte u(w,t) =
Flu(x,t)} = \/%Tr [ u(x, t)e™ ™ dx av u(x,t), og lgs denne ligningen.

b) Anta i tillegg initialbetingelsen
u(z,0) = f(z), —00 < & < 09,

der f er en gitt kontinuerlig, integrerbar funksjon. Vis at u(x,t) kan skrives pa formen
uet)= [ s- ety (t>0)

og finn ¢(y,t) eksplisitt. Det oppgis at }"{6_“2} = \/szae_“ﬂ/‘l“ (a > 0 konstant).
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Oppgave 5

a) Bruk bade Lagranges og Newtons interpolasjonsmetoder til & finne annengradspolynomet
p(z) som oppfyller p(—1) =1, p(0) = 1 og p(1) = 3. Merk at begge metodene skal vises.

b) Anta at f(z) er en tre ganger kontinuerlig deriverbar funksjon slik at
f(-1H)=1, f0)=1, f(1)=3 og |[f"x)]<1 for—1<z<]l.

Vis at |f(x) — p(x)]| < ﬁg for —1 < x < 1. (Hint: Ta utgangspunkt i en av formlene fra
det vedlagte formelarket.)

Oppgave 6 Utfgr én iterasjon med Newtons metode pa ligningssystemet

T — a8 +1=0,

xf—xla:Q—l:O,

med startverdier aigo) =1, ng) =1.

Oppgave 7 Vi skal lgse numerisk

Ut = Ugy, O<z<l1, t>0,
u(0,t) = u(l,t) =0, t>0,
u(z,0) = 4z(1 — ), 0<z<L1.

La N > 2 veere et heltall, sett h = 1/N, og la k > 0. Dette gir oss gitterpunktene (z;,t;), der
x; =1-h,t; =j-k. Vibetrakter differanseskjemaet (fullt implisitt metode)

. , - - -

Urt -l U Ul Ul

- 5 for i=1,2,...,N—1, j=0,1,...,

der U/ er den sgkte tilnsermelsen til u i punktet ().

a) La N =4, k = 3. Vis at ligningsystemet for U}, U} og Us kan skrives

( 1 3
2 1 771 _ =
U1 2U2 47
1 1 1 1 1
(+) —SUl 42U} —<U =1,
2 2
1 3
\ ol T2 =7

b) Sett x = U}, y = Uj og z = Uj, og utfor én iterasjon med Gauss-Seidels metode pa (),
med startverdier z° = 3/4, y° =1 og 2" = 3/4.
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Formler i numerikk

e La p(z) veere et polynom av grad < n som interpolerer f(x) i punktene
x;, i =0,1,...,n. Forutsatt at x og alle nodene ligger i intervallet [a, b], s gjelder

1

Fe© @ =)

(2

Hvis nodene er jevnt fordelt (inkludert endepunktene), og | f"*(x)| < M, da gjelder

)= plols 4(n1—|— 1)M (b ; a)"“

e Numerisk derivasjon:

1 1
F'(@) = 5 (Fle+R) = f(@) + Shf"(€)
/ 1 1 1
fiz) = 5 (f(z) = flz = h)) = Shf(E)
1 1
F(@) = (@ + 1) = 2f(2) + flw = ) = B2 FO(E)
e Newtons metode for ligningssystemet f(x) = 0 er gitt ved
J® . Ax®) — _f(x(k))
x(*+H) — (&) 4 Ax(F)
e [terative teknikker for lgsning av et linezert ligningssystem
Zai]‘fL‘j:bi, i:1,2,...,n
j=1
1 i—1 n
Jacobi : :cgkﬂ) = - <bi — Zaijxék) — Z aijxg.k))
© j=1 j=i+1

i—1 n
1
Gauss-Seidel : =" = — [ b, — Zaij$§k+l) - Z aijxg‘k)>

‘ Q4 X =
j=1 j=it1
e En 2. ordens Runge-Kutta metode (Heun) for y’ = f(x,y):

Kl = hf([L'»,“ Yn)
K, = hf(xn + h7 Yo+ Kl)

1
Yot1 =Yn + B (K; + Ky)

Se ogsa formlene i Rottmann.



