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Fra Kreyszig, avsnitt 10.3
Funksjonen har periode p = 2L = 2 og er gitt ved

-1 for—-1<x<0
f(x) =
1 for0<x<1

Fourierkoeffisientene blir

1
ap = %/ f(x)dx =0 siden f(x) er en odde funksjon.
-1

1
an :/ f(x)cosnrxdx =0
-1
siden f(x)cosnrx blir odde da f(x) er odde mens cosnrx er like.

For b,-koeffisientene far vi

2cos nmx |
nmo |,

1 1
bn:/ f(x)sinnnxdx:z/ sinnmxdx =
-1 0

2

= —(1—cosnm)
ntt

B {O, for like n;

4
-, forodde n.

Fourierrekka til f(x) blir altsa
4/ . 1. 1.
— | sinTx+ = sin3MX+ = SiN5TX + ...
m 3 5

Grafen til f(x) og de tre forste partialsummene i Fourierrekka til f(x) er tegnet over intervallet
-1 <x<1:

X AXA
O

o
N AT AT
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Vi skal finne Fourierrekken til den 2-periodiske funksjonen f(x) = 2x, —1 < x < 1. Bruker formel
(2) i Kreyszig s. 537 med L = 1:

1 /1 1 271
%_E/,lZXdX—E[X]*l_O

1 2 2X .
an:/_12xcos(nnx)dx: Wcos(nnx)+ﬁsm(nnx)

null bidrag 1

= W(cos nrt— cosnt) =0

1

oo 2 2x
bn_/_12xsm(nnx)dx_ Wsm(nnx)—ﬁ_[cos(nnx)

null bidrag _1
-2 1 1
= — | cos(nm) +cos(—nm) | = —4—(—1)"=4—(—1)™1
nm | ~ —  — “~—— ntt nrt

—-10 (-1

der vi har brukt integrasjonsformler pa side 144 i Rottmann. Vi skal senere se at vi kunne sett
resultatene ap = an, = 0 direkte ved & observere at f(x) er en odde funksjon.
Fourierrekken blir dermed:

f(X) ~ % il (_1n)n+1 sin(nmx)

f(x) plottet ssmmen med tredje partialsum i Fourierrekken:
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Vi sgker Fourierrekka for den periodiske funksjonen f(x) gitt ved
f(x)=0 for—-1<x<0, f(x)=x for0<x<1, periode p=2L = 2.
Eulerformlene for Fourierkoeffisientene, Kreyszig s.537/Rottman s.175, med L = 1 gir

1/t 1/t 1
ao_z/ilf(x)dx_z/O xdx_Z

1

_ /1 £ (x) cos nToxdx — /1xcosnnxdx— Xsin nrx | cosnmx | cosnm— 1
G = 1 —Jo . onm N2TR 1313
1
1 . 1 XCOSNTIX  Sin NTX —cosnrt
bn :/ f(x)sin nnxdx:/ xsinnmxdx = — +—=| =
1 0 nTt N2Tt nTt
ved delvis integrasjon bade i an- og by-integralet. Fglgelig er
ay— 0 for n partall (= (—pt
| —2/mr2  for nodde, " am nm

og f(x) har Fourierrekke

L 2<cosnx+10033nx+ )+1(sinnx 1sin2T[x+ )
4 TR 9 T 2 ’
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Grafen til f(x) og de tre fgrste partialsummene

1 1 2 1.
SX) ==, Sl(x):ZJr(—FcosnerT—Tsmnx)

4
%4— (— %cosm+%sinnx) + (— %{sinznx)
er tegnet for —1 < x < 1:

f(x) 0g So(x) f(x) og S1(x) f(x) 0og (%)

| |
-1 1 -1 1 -1 1

Fra Kreyszig, avsnitt 10.4

Jamne funksjonar: [x|, €, sin?x, xsinx, e~ .
Odde: xcosx.
(Metode: Sjekk om f(—x) = f(x) (jamn) eller f(—x) = —f(x) (odde).)

Vi skal finne Fourierrekka til den 2re-periodiske funksjonen f(x) = x?/2, —mt<x< T
Siden f(x) er en like funksjon, blir dette ei Fouriercosinusrekke der Fourierkoeffisientene er gitt

ved (L=m)
1t 1 M2 P
==/ fx)dx== ]| —dx=—
% L/o () dx n/o 2% %
2 /L 2 my2
an= —/ f(x)cos MXax— 2 [ X cosnxdx (Rottm. s.144 formel 124)
L Jo L o 2
12 2—m2 . 1" 2cosnm _(—1)"
= — | ZXCosnXx— z—sinnx| = > =2 5 n>1.
n n 0 n n

La for enkelthets skyld f((2k+ 1)m) = 1%/2, k € Z. Da er f(x) kontinuerlig overalt, og f(x) har
venstre- og hgyresidige deriverte i punktene x = (2k+ 1)t (de eneste punktene der f’ er diskonti-
nuerlig). Dermed gir teorem 1, s. 535 i Kreyszig (8. utgave) at

(="
n2

CosS NX

f(x) = §+2§
n=1

foralle x e R.

Vi fant i oppgave 10.4.15 at den 2rekontinuerlige funksjonen f(x) = x2/2, —Tt< x < Tt beskrives
av fourierrekka

o2 (="
f(x) ~ 5 +2nzl 3 cosnX.
For x = O far vi (ettersom f er kontinuerlig omkring x = 0, gjelder likheten)

™o (-1 11

n
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Idet vi har at f(0) = 0, far vi ligningen

Vi skal finne cosinusrekka og sinusrekka for funksjonen f(x) = m—x, 0 <x < L = 1. Av formlene
i Kreyszig s. 542 / Rottman s. 175 (med L = ) far vi

T

1 /m 1 -1 5 i o _
a = —/ (M-X)dx= = —(M-x)°| =3, 0g, ved delvis integrasjon,

TJo 2 0 2

2 [T 2 innx|™  /Tsi 2(1—
an:_/ (n—x)cosnxdx:—{(n_x)smnx +/ smnxdx] _ ( gosm'[).

TJo Tt o Jo n27T

Nar n er partall er cosnmt= 1 og falgelig a, = 0. Nar n er oddetall er cosnt= —1 og falgelig
an = 4/(n?m). Dermed har f(x) cosinusrekke

o Cos(2k—1)x

4
TrX k12

1
cosSx+---) =
k=1

T
52 2

4 1
f(x) = 24— (cosx+ 3 COS3X+ =

For koeffisientene i sinusrekka far vi, igjen ved delvis integrasjon,

T rTeosnx 2
— dax| = —.
0 0 n n

cosnx
n

by = 2 /On(n—x)sin nxdx = %[—(n—x)

Tt

Dermed har f(x) sinusrekke

f(x) = 2(sinx+%sin2x+%sin3x+-~-) :ZH;—.
Grafen til f(x) er tegnet pa figuren til hayre. f(x)
Nedenfor er grafen til f1(x) og f2(x), den jevne
hhv. odde 21eperiodiske utvidelsen av f(x) tegnet n
for —2m< x < 21U
Den jevne hhv. odde utvidelsen av f(x) til —1t<
x < 1ter heltrukket, og den periodiske utvidelsen
til —21< x < 27er stiplet. T X
f1(x) f2(x)

—2m - n 2m X —2n - [N on X

Eksamensoppgaver
a) Fra Rottmann (appendiks) har vi at Fourier-sinusrekken er (L = 1 her)

b sin(nmx)

Ms

F(x) ~

n=1
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der L
b = 2/ f (x) sin(nmx) dx.
0

Disse integralene kan vi regne ut med delvis integrasjon (eller vi kan bruke Rottmann, hvor de
ubestemte integralene [ xsin(ax)dx og [ x?sin(ax)dx star oppfert [a en vilkarlig konstant]). La
0ss bruke delvis integrasjon direkte:

bn:Z/Olf(x)g’(x), dx (f(x) =x(1-x), d(x :sin(nnx))
1 1 / / -1
=2[f(x)g(x)] |0 — 2/0 f'(x)g(x) dx (f X)=1-2x, g(x)= g cos(nnx))
= %/01(1—2x) cos(nrx) dx
= % /01 u(x)v(x), dx (u(x) =1-2x, V(X = cos(nnx))
2

1 ! / / 1 .
= u(x)v(x)] |0 —— [ u(X)v(x)dx (u (x) = -2, V(X) = H_[sm(nT[x))
2 1

m.Jo

= ﬁ/olsin(nnx) dx

= ﬁ [— cos(nTX)] |(1)
= (T:rl]—)3 [1— cos(nm)]

- ﬁ 1 (-1,

Svaret er derfor

Alternativt: Siden

b (nﬁ)3 forn=1.,3,...,
" 0 forn=24,...,

kan vi ogsa uttrykke svaret som falger:

B ()

b) Fra punkt (a) har vi, for 0 < x <1,
41— (=1)" 8 (sin(x) n sin(3x) n sin(5x) +>

f(x) = H;WS"‘(”"X) BECANEE 3 53

(*)

At vi har likhet her, fglger fra konvergenskriteriet for Fourierrekker, for Fourier-sinusrekken er
rett og slett Fourierrekken til den odde periodiske utvidelsen av f(x) med periode 2, og denne
utvidelsen er kontinuerlig overalt (tegn grafen!), og har hgyre- og venstrederiverte i hvert punkt.
(Den er faktisk kontinuerlig deriverbar.) [Merk: Strengt tatt er det kun ngdvendig & begrunne at vi
har likhet i (x) for den spesielle x-verdien vi skal sette inn, nemlig x=1/2.]
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For & fa fortegnet til & alternere mellom + og —, som i den rekken vi skal finne summen av, ma vi
velge en passende X i (x). Vi velger x=1/2, fordi

0 forn=2,4,...,,
. N
3|n(7): +1 forn=1,5,...,,
-1 forn=3,7,...,,
Vi far altsa:
f(1)_1_8 1 1 1 n
27 4 m\13 3 53
som gir det endelige svaret:
1_i+1_i+i_+ _f
3B 53 73 93 32
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