@ NTNU TMA4130 Matematikk 4N
Ingtitutt for matematiske fag hﬂsten 2005

Lasningsforslag - @ving 8

a Vi setter inn u(z,t) = F(x)G(t) i den gitte ligningen og separerer variable:

F'—kF =0
G —(k+1)G=0

F// G//

F'G=FG" - FG, T 1 =k (konstant), som gir
Randbetingelsene medfgrer F'(0) = F’'(1) = 0, og vi ma ha k < 0 for a fa lgsninger
F(z) # 0. For k = 0 far vi Fo(x) = 1, og for k < 0, k = —p?, far vi p = n7 og
F,(z) =cosnmz,n=1,2,...

Ligningen for G(t) blir G” — G = 0 nar k = 0 og G” + (n?7? — 1)G = 0 nar k = —n>72.
Det gir

Go(t) = Agel + Boe™t

Gn(t) = Ay coswyt + By sinw,t forn=1,2,...
der w, = Vvn?m?2 —1 og A,, B, er vilkarlige konstanter. (Lgsningen for G((t) kan ogsa
skrives Go(t) = Aj cosht + B sinht. For u(z,t) = F(x)G(t) blir svaret

’LLO($, t) = FQ(Z’)G(t) = Aoet + Boe_t
up(z,t) = Fp(2)Gn(t) = (A, coswyt + By sinwyt) cosnre, n=1,2,...

o0

b Siden den gitte ligningen er lineser og homogen, er summen u(x,t) = > >° | u,(z,t)

ogsa en lgsning, og den oppfyller randbetingelsene. Vi setter folgelig

o
up(z,t) = (Aoet + Boe_t) + Z (A, cos wyt + By, sinwy,t) cos nmx

n=1

og bestemmer koeffisientene A, og B, for n = 0,1,2,... slik at initialbetingelsene blir
oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. ¢ gir

o0
ug(x,t) = (Aoet - Boe_t) + Z (—wy, By, cos wyt) cos nwe.
n=1

Til bestemmelse av A,, og B, far vi dermed
(i) 1+cosmr =u(x,0) = (Ao + Bo) + Y poy Apcosnma

(ii) 0 =wu(x,0) = (Ag — Bo) + > poy wpBy cosnme.

Av (i) far vi Ag+ By = 1,A; = 1 og A, = 0 for n > 2. Av (ii) far vi Ag — By = 0
og B, =0 for n > 1. Det gir Ay = By = 1/2 og, siden %et + %e‘t = cosh t,

u(x,t) = cosht + coswit cos mx = cosht + cos ( w2 — 175) COS TTL.
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a) Fra Rottmann (appendiks) har vi at Fourier-sinusrekken er (L = 1 her)

x) ~ Z by, sin(nmx)
n=1
der .
by, = 2/ f(x)sin(nnz) de.
0

Disse integralene kan vi regne ut med delvis integrasjon (eller vi kan bruke Rottmann,
hvor de ubestemte integralene [ xsin(az)dx og [ x?sin(ax) dx star oppfert [a en vilkarlig
konstant]). La oss bruke delvis integrasjon direkte:

by =2 / fa (f@)=2(1—2), ¢(x)=sin(nr))

! / / —1
= 2[f(@)g@)] |y -2 /0 Fag@yde  (f@)=1-20, ga) = cosnr))
= 71_211 (1 — 2x) cos(nmx) dx
0
2 [ ! =1-2z v'(x) = cos(nmx
=) u(z)v'(x), dx (u(m) =1- 2z, (z) = cos( ))
1
= 7T_2’I’L [u(z)v(x)] (1] - 71_271/0 o (z)v(z) do (u/(m) = -2, v(x) = % Sin(mrx))
9 1
= o (z)v(z) do
n Jo
4 [
W/O sin(nmx) dx
= (77;11)3 [— cos(nmz)] ‘(1]
4
= ) [1 — cos(nm)]
4 n
Svaret er derfor -
Z 4[1_7(_31)] sin(nmx).
— (mn)
Alternativt: Siden
b % forn=1,3,...,
"o forn=2,4,...,
kan vi ogsa uttrykke svaret som folger:
8 [sin(x sin(3x sin(dx
(800 0 i)
b) Fra punkt (a) har vi, for 0 <z <1,
41— (-1 . 8 (sin(x sin(3z sin(5x
f(x)znzzzli[ (7”(1)3) ]sm(mra:): = < 12 ) + 353 ) + 5(3 ) —|-> (%)
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At vi har likhet her, folger fra konvergenskriteriet for Fourierrekker, for Fourier-sinusrekken
er rett og slett Fourierrekken til den odde periodiske utvidelsen av f(z) med periode 2, og
denne utvidelsen er kontinuerlig overalt (tegn grafen!), og har hgyre- og venstrederiverte
i hvert punkt. (Den er faktisk kontinuerlig deriverbar.) [Merk: Strengt tatt er det kun
ngdvendig a begrunne at vi har likhet i (%) for den spesielle z-verdien vi skal sette inn,
nemlig z = 1/2.]

For a fa fortegnet til & alternere mellom 4 og —, som i den rekken vi skal finne summen
av, ma vi velge en passende z i (x). Vi velger x = 1/2, fordi
0 forn=2,4,...,,
. nT
sm(7) =< +1 forn=1,5,...,,
-1 forn=3,7,...,,

Vi far altsa:

som gir det endelige svaret:

11 1 1 o
+ 5 tE ot =5

l-stp 7

c¢) Siden v er uavhengig av t, er de partielle deriverte med hensyn pa ¢, alle lik 0. Spesielt
er vy = 0, sa ligningen vy — vz + g = 0 forenkles til v, = g, dvs.
v"(z) = g.
Integrasjon gir
1
v (z) = gr+C = v(z) = 59362 +Cxz + D,
der C og D er konstanter. Men randbetingelsene gir

1
v(0) =v(l) =0 = D =0, C:_ig

Svaret er derfor: v(z) = 2g(z? — ) = —1gz(1 — z). Eller med f(z) som i punkt (a):

o) = —59- f().

d) Sett w(z,t) = F(x)G(t). I det folgende ser vi bort fra den trivielle lpsningen w = 0,
dvs. vi ser bort fra muligheten F' = 0, og likeledes G = 0. Ligningen

Wy — Way = 0, O<ax<l, t>0, (1)
w(0,t) = w(l,t) =0, t>0.
gir oss
F(x)G"(t) — F"'(x)G(t) =0
dvs.

F'(z)  G"(t)
Fx) G
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og siden venstresiden kun avhenger av x, mens hgyresiden kun avhenger av ¢, ma begge
sider veere lik en konstant k. Dette gir oss ordineere differensialligninger for F'(z) og G(t):

F"(z) = kF(x), (2)
G"(t) = kG(t) (3

Videre gir randbetingelsene i (1) at
F0)=F(1)=0 (4)

Vi lgser forst (2), (4). Vi ser separat pa de tre mulighetene k£ > 0, k = 0 og k < 0.

1. k>0 = generell lgsning F(z) = AeM + Be ™, der A = Vk. Men (4) —
A =B =0, sa vi kan se bort fra k > 0.
2. k=0 = generell lgsning F(z) = Ar+ B, men (4) = A= B =0, sa vi kan se

bort fra £ = 0.
3. k<0 = generell lgsning F'(z) = Acos(At) + Bsin(At), der A = v/ —k. (4) gir:

F0)=A=0 = F(1)=Bsin(A\) =0 = sin(A\) =0 = A=nm n=12.3,...

og derfor:

F(z) = F,(z) = Bpsin(nrz), n=1,2,3 (5)
N4 lgser vi (3) med k = —\2 = —72n? for n = 1,2,3,.... Generell lgsning er

G(t) = Gu(t) = Cy, cos(nnt) + Dy, sin(nmt). (6)

Merk at vi kan sette B,, = 11 (5), siden vi har to vilkarlige konstanter i Gy, (t). Svaret
blir derfor:

wy(z,t) = F,(2)Gy(t) = [Cy cos(nmt) + Dy, sin(nnt)| sin(nrx).

Vi kommer na til det siste spgrsmalet. Det er klart at © = v + w oppfyller ligningen og
randbetingelsen i ligningen

U — Uge + g = 0, O<z<l, t>0,
u(0,t) = u(1,t) =0, t>0, (7)
u(x,0) = ug(z,0) =0, 0<z<l1,

[dette er fordi ligningen er lineger, v er en partikuleer lgsning, og w er en homogen lgsning];
hovedpoenget er a fa u til & oppfylle initialbetingelsen:

u(z,0) = ug(z,0) = 0.
Siden v(z) = 3g- f(z) [der f(z) er som i punkt (a)!] har vi at
u(z,0) = v(z) + w(z,0) =0, ug(x,0) = we(x,0) =0

dvs.
w(z,0) = —v(z) = %g F@), wy(3,0) = 0. (8)
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Den generelle lgsningen pa rekkeform er:
o

an z,t) = Z [Cy, cos(nmt) + Dy, sin(nmt)] sin(nmz)
n=1

som innsatt i (8) gir:

[e.e]
0) = Z nm Dy, sin(nrx) = 0.

n=1

Dette gir at D,, = 0 for alle n, og videre at C,, er Fourier-sinuskoeffisientene til —3 g f(z);
fra punkt (a) ser vi derfor at

Cu = g0 = g 1= (1))

Endelig svar er derfor:

w(z,t) = z_:l W cos(nmt) sin(nmz).

a) Derivasjon under integraltegnet gir

f{ut} = ﬁt
[mer detaljert: foooo 9u (g, t)e" "% dgy = \/—2?% (f_oooo u(w,t)etwe dw)]

Videre: Fra den generelle ‘derivasjonsregelen’ F{f'(x)} = iwF{f(z)} (Rottmann) har vi
(merk at 2¢ her behandles som en konstant)

F{2tuzey = 2tF{uge} = 2t(iw)*a = —2tw*a.

Konklusjonen er at (vi tar Fouriertransformert av begge sider av ligningen):
Fluy — 2tug,} = U + 2w = 0,

som er den sgkte ordinaere differensialligningen. Nar vi skal lgse denne, kan vi holde va-
riabelen w konstant. [Med andre ord: Vi ser pa ligningen g’ + 2tw?y = 0 for w konstant!
Hvis man ikke ser lgsningen direkte, kan man separere de variable y og ¢: éz—? = —2w?t,
og integrere mhp. ¢.]

Den generelle lgsningen er 4 = Ae="**" hvor A er en konstant. Men siden w ble hold
midlertidig fast, og na ‘slippes lgs’ igjen, ma vi la A = A(w) avhenge av w, for a fa den
mest generelle lgsningen. Altsa er svaret:

242

w(w,t) = A(w)e ™™

b) Initialbetingelsen sier at @(w,0) = f(w). Folgelig er A(w) = f(w), og

a(w,t) = f(w)e_th

2
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Integralet i oppfaven gjenkjenner vi som et konvolusjonsprodukt (mhp. z). Ved a ta den
Fouriertransformerte av begge sider har vi:

i(w,t) = V2r f(w)g(w,t) (%)

Sammenligner vi (%) og (), ser vi at

g(w,t) = e v

Vi bruker na den oppgitte informasjonen

1 2
f{e—ax2} — e~ W /4a.
V2a

For a fa samme eksponential ma vi velge a slik at ﬁ =2 dvs. a = %5. Da har vi:

]-"{e_m2/(4t2)} = 2t Wt

. ]_—{Le—ﬁ/(u?)} _ ot e~/ _ 1 w22

V2t

Konklusjonen er at

= J-"{z\/_t

1 2 z?
1) = o?/(4%) _ i I
9@ t) = 55¢ 2\/_t P\ T2
La W (x, s) veere den Laplacetransformerte av w(x,t), W = [; e *w(x,t) dt. Laplace-
transformasjon av den gitte ligningen gir
1 1
86—2/ + sW —w(x,0) = 2 dvs. 66—2/ +sW = 2 (siden w(z,0) = 0).

Dette er en ordinger differensialligning for W (z, s) betraktet som funksjon av x. Ligningen
kan da skrives dW/dx + sW = 1/s2, og ved & bruke lgsningen som star i oppgaven far vi

W(z,s) = C(s)e ™" +1/s%,

Vi skal ha w(0,t) = 0 og felgelig W (0,s) = 0. Siden W (0, s) = C(s) + 1/s3 folger C(s) =

—1/s3 og . .
W(z,s)= = — —e %,
(x,s) 3 ¢

For & inverstransformere, bruker vi at F(s) = 1/s3 har inverstransformert f(t) = 1t* og
skiftteorem 2:

142 for0<t<uzx

wle,t) = 42— 46— 2)ult - ) = {

sx(2t —x) fort>uw.
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