Norges teknisk—naturvitenskapelige universitet Side 1 av 5
Institutt for matematiske fag

Faglig kontakt under eksamen:
Hans Jakob Rivertz: tlf. 73 55 02 87

EKSAMEN I MATEMATIKK 4N (TMA4130)

Bokmal
Onsdag 13. desember 2006
kl. 9-13

Hjelpemidler (kode C): Enkel kalkulator(HP 30S)

Rottmann: Matematisk formelsamling

Sensurdato: 12.01.2007

Alle svar skal begrunnes, og det skal veere med sa mye mellomregning at fremgangsmaten
fremgar tydelig av besvarelsen.

Oppgave 1

- -1 1 -1 e ® 1 _e?
a) Finn £ (m) L <m> 0g L <s(52+8—2)>

b) Lgs
y'(t) +y(t) = 2y(t) = r(t)
med y(0) = 4'(0) = 1 og der r er gitt ved den fplgende grafen
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Oppgave 2 Finn den Fouriertransformerte til funksjonen h(z) = (e™*
Bruk resultatet til & finne et uttrykk for h(z) uten integraltegn og .

Du kan f bruk for formelen F(e=%*") = \/% e~w?/4a,

Oppgave 3 Gitt to randverdiproblem

du w0, t>0, z¢€(0,1),

ot ox
*) u(0,t) = a, t>0,

u(1,t) = b, t >0,
der a,b € R, og

v Pv -0, t>0, z€(0,1),
(+5) v(0,t) = 0, t >0,

v(1,t) =0, t > 0.

Vi minner om at et randverdiproblem bestar av en differensialligning med randbetingelse.

a) Hvis u; og us begge lgser randverdiproblemet (*)(det vil si, hvis bade u; og uy er lgsninger
av (*)), hvilke randverdiproblemer lgser da henholdsvis u; + us og u; — us? Holder
superposisjonsprinsippet for randverdiproblemene (*) og (**)7

b) La u(x,t) veere en lgsning av randverdiproblemet (*) og la v(x,t) veere definert ved
v(z,t) = u(z,t) — [a+ (b—a)z].

Vis at v(z,t) lgser randverdiproblemet (**).

Bestem alle lgsninger av (**) pa formen
v(x,t) = F(2)G(t).

c) Laa=—1o0gb=11i(*). Finn lgsningen u(x,t) av initial/randverdiproblemet gitt ved
(*) og initialkravet

(**%) u(x,0) = sin(mx), = € (0,1).

Oppgave 4
a) Finn polynomet p(¢) med lavest mulig grad som interpolerer

1 2

[0]1]2 |
[0]6]12]

| p(ta) | 127] 0
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/_ 22 p(t)dt

med knuter (nodes) i punktene -2,-1,0,1,2.

b) Bruk Simpsons regel til & regne ut

Sammenlikn svaret med den eksakte verdien av integralet og forklar det du ser.

Oppgave 5 I et anisotropt materiale der varmekonduktivitet i y-retningen er to ganger
hgyere enn i xz-retningen tar den stajonsere varmeligningen formen

(1) Ugg + 2Uyy = 0.

Vi vil Igse (1) numerisk. Omradet er et kvadrat med sidelengde 1 og randbetingelser er gitt
ved

u(z,0) =u(0,y) =0
u(z, 1) =u(l,y) =1

for z,y i [0, 1]. Vi betrakter det fplgende gitteret

Uo.3 Urs Us.z Us,3

)

Up.2 Ui Uz Us2

)

Uo.1 Ui Uza Usa

)

Uo.o Uio Uz Uso

)

der h = 5 og Uy ; =~ u(ih, jh).

a) Vis at differenseskjemaet som tilsvarer (1) er

Ui—l-l,j + Ui—l,j + 2Um+1 —+ 2Ui7j_1 — GUM =0.

b) Sett opp systemet som U, ; (i,7 = 1,2) tilfredstiller og gjor et steg ved hjelp av Gauss
Seidel iterasjon med startpunktet Uﬂl = Ug’l = Uﬁz = ng = %
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Tabell over Laplacetransformerte

f(t) L(f)
1
1 s
1
‘ 2
n!
t" (n=0,1,2,...) gnt1
1
eat s—a

S

coswt 2+ w?
w

sin wt 2 + w?
s

cosh at 2 — g2
a

sinh at 2 _ a2

s—a
e coswt m
w
e sin wt m
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Formler 1 numerikk

e La p(z) veere et polynom av grad < n som interpolerer f(x) i punktene

x;, 1 =0,1,...,n. Forutsatt at = og alle nodene ligger i intervallet [a, b], s& gjelder
1 n
_ — (n+1) o
o) =) = gy O [Tl

Hvis nodene er jevnt fordelt (inkludert endepunktene), og |f"*!(z)| < M, da gjelder

e Numerisk derivasjon:

F/@) = 1 (Fla+h) — (@) + Zhr"(©
F/@) = 2 (F(@) o= h) — Shf"(€)
£(@) = (@4 B) = 2f(@) + [z — ) = TR

e Newtons metode for ligningssystemet f(x) = 0 er gitt ved

3B . Ax®) — _f(x®)

o [terative teknikker for lgsning av et linesert ligningssystem

n

E aijxj:bi, 221,2,...,71

j=1
1 i—1 n
Jacobi : xEkH) = (bi — Z aiijk) - Z aiﬂ?g-k))
“ j=1 j=i+l
i—1 n
Gauss-Seidel : 2" — 1 (b' - Za"x('kH) - Z a~~x(.k)>
Y a \ ] R
“ =1 =i+l

e En 2. ordens Runge-Kutta metode (Heun) for y’ = f(z,y):

Kl - hf(xna Yn)
Ky =hf(z, +h, y, +Ky)

1
Yont1 =Yn + 3 (K; + K»)



