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Den hgyrederiverte og venstrederiverte

Den hgyrederiverte til en funksjon f(z) i punktet x er definert ved
grenseverdien

1 T@+ 1B) — f(@ +0)

h—0 |h]

Eksempel: Den hgyrederiverte til f(x) = |z| i punktet 0 er

LSO+ - FO) -0
h—0 |h h—0 ||
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Den hgyrederiverte og venstrederiverte

Den venstrederiverte til en funksjon f(z) i punktet = er definert ved
grenseverdien
1 T@ = 1B) — f(@ —0)

h—0 —|h

Eksempel: Den venstrederiverte til f(x) = |z| i punktet 0 er

SO IR~ FO) =0
h—0 —1h| h—0 —|h|
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Konvergens av fourierrekker

— La f(x) veere en periodisk funksjon med periode p = 27.
— Anta at integralene i Euler-formelene under eksisterer

1 (" 1 (7
a0 = 5 - flx)dx, a,= = f(x) cosnxdx
1 (7 .
b, = — f(x)sinnxdz
™ —T
— Vi gnsker & vite nar
f(x)=ap+ Z (an, cosnz + by, sinnzx) . 1)

n=1

— Om (1) holder sa sier vi at summen pa H.S. konvergerer mot
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Konvergens av fourierrekker

Teorem

Hvis en periodisk funksjon f(x) med periode p = 27

1. er stykkvis kontinuelig pa intervallet —7 <z < 7

2. har venstrederivert og hgyrederivert i hvert punkt i intervallet
Da gjelder

a) fourierrekken til f(x) er konvergent,

b) dens sum er lik f(x) for alle x bortsett fra i sprangene til f(x).

c) | sprangene er summen gjennomsnittet av hagyre og venstre
grenseverdi til f(z).
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Konvergens av fourierrekker

Eksempel: Firkantbglgen

—k —7T§$§0. B
f(w)—{k bt e am) = (@)
f(x)

— kT :
e B B
! ! | B
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Firkantbglgen har fourier rekken

4k [ . sin3x sinbx sinT7x
flz) = — ¢sinx + 3 + 3 + 7 +--

s

Fra teoremet har vi at summen konvergerer til f(z) for alle =
bortsett fra i sprangene.
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Sprangene til firkantbglgen er i punktene x = mx for et hvert heltall

m=...,—2,—-1,0,1,2,....
| sprangene er hvert ledd i fourierrekken til firkantbglgen lik O siden
sinz, sin3x, ... etc. erlik null forx = ..., —2m, —m, 0,7, 2m,....

Dette stemmer med punkt c) i teoremet.
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Funksjoner med periode p = 2L

| kapittel 10.1 sa vi pa periodiske funksjoner med periode p = 2.
Dette var for enkelthets skyld. Legg merke til at funksjonenene

LT .o 2 .27 nmw .onm
1,sin —z,sin —x,cos —x,sin —x, ..., cos —z,sin —ux, ..., ...

L L L L L L

alle er av periode 2L. Dette motiverer falgende definisjon:
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Funksjoner med periode p = 2L

Fourierrekken til en funksjon f(x) med periode p = 2L er gitt ved

ao—l-Z{ancos —x + by, sin %x}
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Eulerlikningene

Fourierkoeffisientene til f(x) er gitt ved Eulerlikningene
1 (L
ag = ﬁ/_Lf(:U)d:U
1 [
ap, = z/_L f(x) cos %xdw
1 L
b, = E/_Lf(x)sinn—;a;drv
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Eksempel

Eksempel: Finn fourierrekken til den periodiske funksjonen

-z —-1<x<0
T O<z<l1

flz) =

med periode p=2=2L med L = 1.

VW
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Eksempel

Lasning: Vi finner farst ag:

1 1
= — d
ap 2/_1f(33)1’
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Eksempel

Vifinnersa a,, forn=1,2,...:

0 1
—x cos nmxdr + / T cos nwxrdr
0

1
ap, = f(x) cosnmadr = /
—1

-1
0 1
xr . 1 T . 1
— | —sinnmx + —5 5 COSNTT + | —sinnmrx + —5 5 COSNTT
nmw nm 1 nmw nem 0

1 1 1
— [0 + ﬁ] [0 + —— cos mr] [0 + —— cos mr]
n2mw 272 272

1 ] L,y

272 n2m2
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Eksempel

Vi finner b,, for n = 1,2, ... patilsvarende mate:

1 0 1
by, = f(x)sinnrzdr = / —zsinnmxdr + / rsinnrrdr =
-1 -1 0
T 1

=—|——cosnnr + ——=
nm n

0
sinnmx
2.2 ] .

1
X .
+ | ——cosnmx + — 5 sSInnmx
n4m

nm 0

-1
—[-0+0] + [——COSTLTF—FO]
nw

1
+[——cosn7r+0 —[-04+0]=0 (2)
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Eksempel

Dvs at ag = % a, = 0forjevnen > 1, a, = —# for odde n og
b, = 0 for alle n > 0.

Figur: Fourierrekken til f(x)
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Jevne og Odde funksjoner

Definisjon

En funksjon f(x) er jevn hvis

for alle z.

Eksempel: Funksjonen cos = er jevn: cos(—x) = cos z.
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Jevne og Odde funksjoner

Definisjon

En funksjon g(x) er odde hvis

for alle z.

Eksempel: Funksjonen sin z er odde: sin(—z) = —sin x.
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Jevne og Odde funksjoner

Endel fakta om odde og jevne funksjoner
— Om f(x) er en jevn funksjon s er

/_I;f(a:)da: = Q/OLf(a:)da:

— Om g(z) er en odde funksjon sa er

/L g(x)dx =0

—L
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Jevne og Odde funksjoner

— Produktet av en odde og en jevn funksjon er odde.
— Produktet av to odde funksjoner er jevn.
— Produktet av to jevne funksjoner er jevn.
— Om h(z) er en vilkarlig funksjon sa er
a) h(z) + h(—=x) en jevn funksjon
b) h(z) — h(—x) en odde funksjon
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Jevne og Odde funksjoner

Setning

Enhver funksjon kan skrives som en sum av odde og jevne
funksjoner

Bevis: La f(z) veere en vilkarlig funksjon. Definer
f(x) = 5(f(2) + f(==)) og f~(z) = 5(f(x) — f(~=)). Daer
f*( )+ f~(x) = f(z). Videre er f¥(—z) = f*(z) og

[ (=) =—f"(2). O
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Jevne og Odde funksjoner

Teorem

Fourierrekken av en jevn funksjon med periode p = 2L er en
fourier-cosinusrekke

o0
nim
f(x)=ag+ Z i COS ==,
n=0
med koeffisienter

1 [ 2 (L nmw
ao—z/o f(x)dx og an—E/O f(z)cosfxdz
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Jevne og Odde funksjoner

Teorem

Fourierrekken av en odde funksjon med periode p = 2L er en
fourier-sinusrekke

(o)
flx) = Z by, sin %w,
n=0

med koeffisieneter

9 L
bn:z/o f(a:)sin%xdz
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Jevne og Odde funksjoner

Teorem

Fourierkoeffisientene til summen av to periodiske funksjoner er
summen av fourierkoeffisientene til hver av funksjonene.

Eksempel: Finn fourier rekken til en rektanguleer bglge. La f(x)
veere gitt ved
0 —7mT<z<0
f(x)_{Qk O<z<m

)

-3n -2n  -m T on 3n
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