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Komplekse fourier rekker (10.5)

Malet med denne leksjonen er
— vise hvordan man skrive fourier rekkene pa kompleks form

— vise ved et eksempel at pa denne formen sa kan utregninger
forenkles.
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Eulers Formel

Eulers formel sier at

e =cosx +isinz

der i er den imaginaere enheten ¢ = /—1.
Om vi setter inn —z istedet for = i Eulers formel sa far vi

e ™ =cosx —isinx
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e’ = cosx+isinx Q)

e ™ = cosx—isinx (2)
Om vi adderer uttrykkene for e og e~ og deler pa 2 s& far vi

cosT = % (eiz + e_””)

Om vi subtraherer de samme utrykkene og deler pa 2i sa far vi
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La f(x) veere en periodisk funksjon med periode 27
Betrakt fourierrekken

f(x) ~ag+ Z(an cos nx + by, sinnw)

n=1

Vi vil skrive om denne ved hjelp av formelene for cos x 0g sin x over.
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Vi repeterer
COSxT =
sinr =

og setter inn i uttrykket

. an . . bn, . .
a, COS NI —+ bn sinnr = ? (eznm +e an) + 2_ (eznm —e znz)
1
— a_neinr a_n —inT + b_n nr b_n —inT
2 2 29 24

1 - 1 ,
= §(an —iby)e™" + §(an + iby)e "
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Vi har altsa

1 1 )
ap, cosnx + by, sinnz = 5( — iby)e™® 2(an + iby)e” "
Vi lar
° C, %( — iby,)
o c_p = i(an+iby)
Daer
a, cos nx + by, sinnx = ¢,e™* 4 c_,e” "
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Repeterer
a, cosnT + by, sinnx = ¢, + c_,e” "

[o¢]
f(z) ~ap+ Z(an cos nx + by, sinnx)
n=1
La i tillegg ¢ vare gitt ved
® Co = Qo
Vi kan na skrive fourierrekken over som

oo
f(gj) ~ co+ Z(Cneinm + C_ne—z’nm)

n=1

Dette forenkler vi videre til

f(ﬂj‘)'\‘ Z Cnemaz

n=—oo
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Den komplekse fourierrekken

Denne er sa elegant at den fortjener en egen side:

f(CL')N Z Cnein:v

Vi kaller denne for den komplekse fourierrekken til f(x).
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Utregning av komplekse koeffisientene

[ee]
f(:L‘) ~ Z cnez’naj
n=-—oo
Vi vil finne koeffisientene ¢, forn=...,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...
Disse koeffisienetene er gitt ved én formel.
1

Cp = — f(z)e " dx

T o .
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Vi vil bevise formelen
1 & .
= —/ flx)e "™ dx
7T —T

cme™? for f(z)iH.S.:

direkte.
Bevis. Settinn > >°

m=—0oQ

/ Z Cm 6 mz mzdx__/ Z Cm ez(m n:l:da:_

m=—0oQ m=—0oQ

27T Z Cm/ z(m nzdw

m=—0oQ

@ NTNU

Det skapende universitet

Www.ntnu.no \ H.J. Rivertz, TMA 4130

\



Betrakt integralet
/ ez’(m—n)z dr

1. Narm = n er integranden 1 og vi far verdien 27
2. Nar m # n blir integralet 0:

s 1 7"
/ ez’(m—n)md‘r _ |: ez’(m—n)z

i(m —n) o

= (ei(m_")7r — e_i(m_”)”) = sin(m —n)mr =0
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Vi repeterer fra 2 foiler siden:

1 [ 1 = m
i —inT _ - i(m—n)x
o _Wf(x)e dx = . Z cm/_we dz
m=—0oQ
Vi viste over at alle leddene i summen er null bortsett fra nar
m = n.
Vi har derfor at H.S. er ¢, 5-2m = ¢,

1 4 .
o f(x)e " dx = ¢,

som vi gnsket & bevise.
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Periode 2L

Defi nisjon

Om perioden er 2L istedet for 27 s& er den komplekse
fourierrekken definert ved

f(:E)N i Cnei'mra:/L

n=—oo

Dens coeffisienter er gitt ved
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Eksempel

Finn den komplekse fourierrekken til den periodiske funksjonen
flz)=¢" (—m<z<m)

med periode 27. Dvs f(z + 27) = f(x).
Lgsning: Vi regner ut integralet

1 " —inx 1 " T —inT
= — (x)e "™ dx = — efe " dx
2 J_, T )
— i " e(l—in)mdm — i 1 : [eme—mm]W
2 J_, 271 —in -
1 1
— T _ T _1 n
271 — m( )=

Vi brukte at e*™ = —1.
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Vi repeterer fra forige foil

1 1 s -
— _ —1)"
o 271 — m( e )(=1)
Husk at sinh x er definert ved
T _ T
b —
S1n 2

Da har vi

_ sinh7 (=1)"  sinh7 (—1)"(1 +in)
" 1—in 7 1+ n?

Sa den komplekse fourierrekken til f(z) er gitt ved

o Simh i (—1inJ(r112Lm)em
s n
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Oversettelse til “reelle” fourierrekker

Vi regnet ut de komplekse fourier koeffisientene til e*:
_ sinh7 (—=1)"(1 +in)
"o 1+ n?

Vi vil na finne de reelle koeffisientene.

_ sinh7 (=1)" sinh7 n(—-1)"

1 (1+n?) - (1+n?)
Vi definerte ¢,, = 3(a,, — ib,) sa vi har
_ 2sinh7 (=1)" b _ 2sinhn n(-1)"
o (14n2)” " 7 (1+n?)

n

09

sinh 7
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Approksimering ved Trigonometriske
Polynomer 10.7

Mal:
1. Finne “beste” tilneerming av periodiske funksjoner ved
trigonometriske polynomer!

Vil bli nagmere defi nert.
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Tilneerming av funksjoner ved
minimering av kvadratfeil

En funksjon pa formen

N
F(z)= Ay + Z(A'” cosnz + By sinnx)

n=1
kalles for et trigonometrisk polynom av grad N.
(For enkelthets skyld lar vi perioden til funksjonene veere 27.)
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N
F(z) = Ap + Z(A” cos nx + B, sinnx)

n=1

e La f(z) veere en periodisk funksjon med periode 2.

e Hvama Ay, A, ..., Bo, ..., By veere for at F(x) skal veere beste
tilneerming av f(z)?

e Upresist spgrsmal!! Vi ma ferst ha en felles forstaelse av hva
som menes med beste tilneerming.
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Defi nisjon

La F'(x) veere et trigonometrisk polynom av grad N som tilnaermer
den periodiske funksjonen f(x) med periode 2r.Vi definerer
kvadratfeilen E ved

p= [ (F — f)%dz.

-7

At F(z) er beste tilneerming av f(x) betyr at F'(z) minimerer
kvadratfeilen E. For & kunne jobbe med E ma vi forenkle. Dette
starter jeg med na:
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Vi har at
(f —F)*>=f? —2fF 4 F2

Setter vi dette inn i utrykket for E, far vi

E= [ f%dz—2 dea:—i—/ F2dz.

—T —T —T
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E = fPdx —2 de:c—i—/ F2da.

La f(x) ha fourier utvikling

f(z) ~ap+ Z(an cos nx + by, sinnx)

n=1

Repeterer at F'(z) er gitt ved

N
F(z)= A+ Z(An cos nx + By, sinnx)

n=1

/_Zde:c 0g /_:Fde
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Vi bruker at det trigonometriske systemet
1,sin x, cos x, sin 2z, cos 2z, ..., sin nx, cos nx, . . .

er ortogonalt.Dvs at

/ 1sinnxdx = 0, / 1 cosnxdx =0,

—T —Tr

™
/ cosnx sinmaxdxr = 0,Ym,n € N,

—T

/ cosnx cosmxdr = 0,Ym #n € N,

3

|
3

™
/ sin nx sinmaxdx = 0,Ym # n € N,
v

™
/ sin? nedr = T, / cos? nxdr =7 og

—Tr —Tr
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Bruker vi dette kan vi regne ut integralene:

- N
fFde =7 {2A0a0 + Z(Anan + Bnbn)}

- n=1

- N
/ Fdg = {QA%) +) (A7 + Bg)}

- n=1
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Falgelig har vi

E = f2d33—27r{2A0a0—|—Z (Apan + Bpby) }

n=1
N
w{2A3+Z A% 4+ B2 }
n=1

Om vi setter koeffisienetene til F'(z) lik koeffisientene til de forste N
leddene til fourierrekken til f(x):

AO = a07A1 = ay, 7BN = bn,

sa far vi kvadratfeilen
E* = f2daj—7r{2a0+2a —|—b2)}
n=1
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Differansen mellom E og E* er

N
E—F*=nr {Q(Ao — ag)’ + Z[(An = an)* + (By - bn)Q]}

n=1

Det betyr at E — E* > 0 og derfor er £ > E* for alle trigonometriske
polynomer av grad N. Dvs at E* er minimum for kvadratfeilen og at

N
F(z)=ap+ Z(an cos nx + by, sinnx)

n=1

er den beste tilngermelsen til f(z).
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Den beste tilneerming av f(z)ved trigonometriske polynomer av
grad N er de N farste leddene av fourier rekken til f(x):

N
F(x)=ag+ Z(an cos nx + by, sinnx)

n=1
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Besselulikheten og Parsevals teorem

Siden E > 0 sa har vi

T N
E* = f2da:—7r{2a(2)+2(a%+bi)} >0
- n=1

for alle N. Om vi lar N g& mot uendelig far vi
e > 7 {Qa(% + > (ap + bi)}

- n=1

Denne ulikheten kalles for besselulikheten.
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Parsevals teorem

Om det er slik at integralet pa H.S. eksisterer sa sier
Parsevals teorem at vi har likhet:

dex:n{ngrZa +b2) }
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Eksempel: La periodiske funksjonen f(x) med periode 27 veere gitt
ved
fla)=lzf, (=7 <z <)

Dens fourier rekke er gitt ved

4 1 1
f(a:)wz—— COS T + — CoS 3T + —5 oS Hx + -
2 m 32 52
Vi finner )
T 2
2
do =
frdz = —

Kvadratfeilen for den beste tilnaermingen for N = 5 blir
27 @ 16 11
= (1 + 31 + §> ~ 0.0037
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