Norges teknisk— Side 1 av 36
naturvitenskapelige universitet
Institutt for matematiske fag

1. september 2003

EKSAMENSOPPGAVER
MATEMATIKKDELEN AV TMA4135 MATEMATIKK 4D H-03

Oppgave D-1

a) La f(x) veere definert for 0 < z < 7 ved

) = {_2 nar 0 < x < /2,

1 narn/2 <z <.

Finn Fourier-cosinusrekken til f(z) i intervallet 0 < z < 7.

b) Gitt den partielle differenssialligningen

ou  Pu
1 —=—, 0<z< t>0
) ot o =T iED
med randbetingelser
ou ou
2 —(0,t) = —(m,t) =0, t>0.
2 Sh0.) =i m ) =0, 12

Finn alle lgsninger av (1) og (2) som er av formen u(z,t) = F(z)G(t).

c) Angi en lgsning av (1) og (2) som oppfyller initialbetingelsen
(3) u(z,0) = f(x), 0<z<m,
der f(z) er funksjonen definert i a).
Bestem til slutt en lgsning av (1) og (2) som istedenfor (3) oppfyller initialbetingelsen
u(z,0) = sin® z, 0<z<m.
Oppgave D-2
Bruk Laplacetransformasjonen til a lgse initialverdiproblemet
v 2 2y =6(t—m),  w(0)=1 y(0)=0,

der 0 betegner deltafunksjonen.
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Oppgave D-3
Bruk tabell til & vise at funksjonen ze~***(a > 0) har Fouriertransformert:

—ax? w —w?/4a
(1) Flre ™) = ~Gay e—w?/4a

Bruk sa (1) og tabell til a bestemme funksjonen f nar

1’877’2 _ / f(l)) 6—2(1—1:)2 dv .

Oppgave D-4
a) Finn f(t) og g(t) nar deres Laplacetransformerte er
1
Lf)=Fs) = Lig=GC(s)=z(1-e7)

b) Lgs initialverdiproblemet

Y +y=g@)—0dt—-1), y(0)=4'(0)=0

der g er definert i a) og d betegner deltafunksjonen.

c) Bestem x(t) av integralligningen
t
/ [z(u) — f(uw)]z(t —u) du= g(t)
0
der f og g er funksjonene definert i a).

Oppgave D-5
a) La f(x) vaere definert for 0 < z < 7 ved

v _Jo nar 0 <z < 7/2,
f(l)i{ﬂ—:r nar /2 <z <.

Finn Fourier-sinusrekken til f(z) i intervallet 0 < 2 < 7.

b) Angi summen av sinusrekken i a) for x = 7/2 og for v = =37 /4.
Finn summen av rekken ) 1 1
It tg ot
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Oppgave D-6
La g veere en to ganger deriverbar funksjon, sett

og anta at [*_|f(z)|dx < o0 og at [~ |g(z)|dz < oo slik at de Fouriertransformerte av f(z) og
g(x) eksisterer. Vi spker en lgsning av den partielle differensialligningen

u  Ou 0 << >0
= = —o0 < T <00
ox? Oy ' =
slik at 9
] . U
og

ou )
G .0) = f(0).

a) Overfor problemet ved hjelp av Fouriertransformasjonen til en ordinger differensialligning og
lgs denne.

b) Vis at lgsningen pa problemet kan skrives pa formen

u(z,y) = / g(x —p)h(p,y)dp fory>0

e}

og finn funksjonen h(p,y).

Oppgave D-7
Lgs folgende ligning ved hjelp av Laplacetransformasjonen:

1
y'(t) +/ e y(t —u) du — y(t) = be' — 4t,
0

hvor y(0) =1 og ¢t > 0.

Oppgave D-8
a) Finn de lgsninger av den partielle differensialligningen
u N t@u —0
Ox? ot

som kan skrives pa formen

u(z,t) = F(2)G(t),

og som tilfredsstiller randkravene

u(0,t) = u(m,t) =0 fort > 0.
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b) Finn en lgsning fra a) som ogsa tilfredsstiller kravet

u(z,1) =sinx — 3sin 3z.

Oppgave D-9
Gitt den partielle differensialligningen
M 0% 0u
2 ot 2
oxt o0x? tu ot?
hvor —oo < 2 < 400 og t > 0 og randbetingelsene
OFu(z,t
lim u(z,t)=0= lim u(x,?)

r—Fo00 z—Fo0 Oxk

fork=1,2,3

og
lim |u(z,t)] < oc.
t—+o0

a) Benytt Fouriertransformasjonen til a overfgre den gitte ligning til en ordineer differens
ning og lgs denne. Forklar bruken av randbetingelsene.

b) Finn en lgsning u(z, t) som tilfredsstiller kravet u(z,0) = f(z), hvor f(x) er en passend

funksjon. Uttrykk lgsningen sa enkelt som mulig ved et konvolusjonsintegral

¢) Regn ut Fouriertransformasjonene til e=1# og (2 — 22)e~"/2.

d) Vis at
+o0
u(z,t) = / e lulg=(@=w?/2 g,

oo

er en lgsning av den inhomogene ligningen

M 0% u o\ g2
— —a?/2
814728I2+u78t2—2(27z)el .

Oppgave D-10
Lgs initialverdiproblemet

¢
f'(t) = e*sint +/ e®(cosu + 2sinu) f(t — u) du, t>0
0

f(0)=0

ved hjelp av Laplacetransformasjonen.

Oppgave D-11
Beregn Fourierintegralet for funksjonen

f(z)= ge""' for —oo < z < 00
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og begrunn at det eksisterer og konvergerer mot f(z) for alle z.

/Oo cosx T
dr = —.
o 1+a? 2e

Det oppgis at Fourierintegralet til en funksjon f(z) kan skrives som

Bruk resultatet til a vise at

/ [A(w) coswz + B(w) sinwz| dw
0

der

Alw) = /;OO f(v) coswo dv, B(w) = 1 /;00 f(v) sinwo dv.

oS} ™ oo

Oppgave D-12
a) Finn alle funksjoner av typen

u(z, t) = F(z)G(t), 0<z<m, 0<t<1
som tilfredsstiller den partielle differensialligningen
(*) Ugpy — 4Uy + U = Uy,
og randbetingelsene
() w(0,t) =u(m,t) =0 for0<t<1.
b) Finn lgsningen u(z,t) av () og (+*) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsen
u(z,0) = 2¢** sin T cos T for 0 <z <.

c) Finn lgsningen u(z,t) av (x) og (*) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsen

u(,0) = ve®” for0<ax <.

Oppgave D-13
a) La r(t) vaere trappefunksjonen definert ved

rt)=n+1 forn<t<n+1l, n=0,1,2 ...

Tegn grafen til r(¢) og uttrykk r(¢) ved enhetsprangfunksjoner (unit step functions) u(t —n).
Finn den Laplacetransformerte R(s) = £(r) som en geometrisk rekke. For hvilke s konver-
gerer rekken, og hva blir summen?
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b) Finn den inverse Laplacetransformerte £7! {

L efns} forn=0,1,2,...

s(s+1)

Benytt svaret til a finne lgsningen av initialverdiproblemet

¥ +x=r),

z(0) =1

som en uendelig rekke. (Funksjonen r(t) er definert i a).)

Oppgave D-14

a) Gitt funksjonen
f(@) = o(r - 2)

for0 <z <m.

Finn Fouriercosinusrekken til f(z) i det gitte intervallet.

b) Finn alle lgsninger pa formen u(z,y) = F(z)G(y) av randverdiproblemet

ou_ Ou
oy 7 Ox?
()3 52

ou
%(07 y) = %(ﬂ-7

for0<z<my>0,

y)=0 fory>0.

00

Side 6

¢) Finn en (formell) lgsning av () pa formen u(z,y) = > F,(x)G,(y) som oppfyller

u(z,0) = z(n — 2)

Finn ogsa en lgsning av (*) som oppfyller

n=0

for0 <z <m.

u(z,0) =2coszcos3z for 0 <z <.

Oppgave D-15

a) La a veere en positiv konstant. Finn den inverse Fouriertransformerte til

e~alvl
b) Gitt den todimensjonale Laplaceligningen
(1) %Jr%:o for —oo < x < o0,y >0
med tilleggsbetingelser
2) T u(ry) = tm 9y =0

La @(w,y) veere den Fouriertransformerte av u(z,y) med hensyn pa z. Bruk Fouriert
formasjonen til & finne en ordineer differensialligning for @(w,y) og lgs denne.
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c) Anta at u(z,y) i tillegg til (1) og (2) ogsa oppfyller

lim u(z,y) =0 og u(z,0)= f(z),

Y—00
der f er en gitt funksjon som kan Fouriertransformeres.

Vis at u(x,y) kan skrives pa formen

y/°° f(t)dt

R AN e e

for y > 0.

Oppgave D-16
a) Bestem

L(tsint), L(tcost) og E*l{ﬁ}

ved a bruke formler for Laplacetransformasjonen i formelsamlingen.
b) Finn ved hjelp av Laplacetransformasjonen de lgsninger av differensialligningen
ta" — 22" +tx =0

som tilfredsstiller z(0) = 0.

Oppgave D-17
a) Gitt funksjonen

Fla) = {L for —m <z <0,

0 for0<uz<m,

som antas a veere periodisk med periode 27. Finn Fourier-rekken til f(z).
b) Funksjonen g(z) er ogsa periodisk med periode 27 og

—me*  for —m <z <0,
g(x) =

e for0<z<m.

Det oppgis at g(x) har Fourier-rekke

(*) Z f2n (1= (=1)"™) sinnw.

Hva er summen av rekken (x) for z = 7/2 og for x = 37/27
Finn ogsa summen av rekken

L3 5T
Bl ¥l 524l 7Pl

4+
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Oppgave D-18
Gitt den partielle differensialligningen

O*u ou ou
1 — 4= 2 =0.
(1) oz T ax+6u+yay 0

a) Finn de lgsninger pa formen
u(z,y) = F(x)G(y)
som tilfredsstiller kravene
() u(0,y) =u(m,y) =0 fory>0.
b) Finn en lgsning av (1) som i tillegg til () oppfyller
u(z, 1) = e @ sin’ z.
3

. . . 3 _ . 1 . .
(Oppgitt formel: sin® 2 = § sinx — 7 sin 3x.)

Oppgave D-19
Det oppgis at Fourierintegralet til en funksjon f(x) kan skrives som

/OOO[A(w) cos wz + B(w) sinwz] dw

der

Aw) = %/jc f(z)coswazdx og B(w)= %/jc f(z)sinwz dz.

Bestem funksjonene A(w) og B(w) for funksjonen

fz) =

0 for x < 0,
e ™ forx > 0.

Bruk resultatet til a finne verdien av integralene

° cosw * wsinw
——dw og 5 dw.
o 14w o 14w

Oppgave D-20
La f(z) veere en odde funksjon som oppfyller

1 for0<z<1,
f(x){() for z > 1.

a) Finn den Fouriertransformerte av f(x).

Side 8
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b) Bruk den inverse Fouriertransformasjonen til a beregne integralet

(1 — cost)sint
/ (1 — cost) sin it

t

o)

Oppgave D-21
Gitt den partielle differensialligningen

0*u Ou 3 %u

(%) o2 Ty, t3u=g5  Osesm 20
a) Finn alle lgsninger av (x) som kan skrives pa formen u(z,t) = F(z)G(t) og som oppfyller
randbetingelsene
(i) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

b) Finn en lgsning av (*) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller initialbetingelsene

0
(ii) u(z,0) = e”**(sinz — 2sin 3x), 8—1;(23 0)=0, 0<z<m.
Oppgave D-22
La u(z,y) veere en lgsning av
O _ ou + <z< >0
—=—+u, —00 < T < 00, 1
ox2 Oy ’ Y=

som oppfyller u(z,0) = f(z) for alle z. Anta at u(z,y) kan Fouriertransformeres med hensyn pa
x, og at

) . Ou
A ) = g o) =0

Vis at u(z,y) kan skrives pa formen

u@y%:§;/2fm—m¢@mﬂﬁ

og finn funksjonen h(t).

Oppgave D-23
La0<a<mogla f(x) veere en like funksjon med periode 27 som oppfyller

1 hvis0<z<a,
o= 102

0 hvisa<z<m.
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a) Vis at Fourierrekken til f(z) er

o0 .
a 2 sinna
— ——— cos nx.
T

b) Finn summen av rekkene

oo . o0 .
sinna 3y sin 2na
i) E .

2n

Oppgave D-24
Finn f(z) av ligningen

Oppgave D-25
Gitt den partielle differensialligningen
Pu Ou

gu o <z< > 0.
(+) gatigy =0 0<z<m £20

Side 10

a) Finn alle lgsninger av (x) som kan skrives pa formen u(z,t) = F(2)G(t) og som opp

betingelsene

(i) u(0,t) = u(m,t) =0, t>0.

b) Finn en lgsning av (x) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller betingelsen

e}

(ii) wa, ) =SB g<a<m
n-

n=1

Oppgave D-26
Gitt et system av ordineere differensialligninger

Yy 42y —ya = f(1)
vy + 2y — 1 = —f(t)

der

1 hvisO0<t<1
ft) = .
0 hvist>1

og y;(0) = y}{(0) =0 for i = 1,2.
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a) Vis at
der Yi(s) = £l (0).
b) Finn y1(t) og y2(?).

Oppgave D-27
a) La f(x) veere funksjonen

2— x| for —2 <z <2,
f@) = {O ellers.

Finn den Fouriertransformerte av f(z).

b) Bruk resultatet fra a) til a beregne

Oppgave D-28
Gitt den partielle differensialligningen

. Pu_,ou v
oz~ Tox | Ot
der 0 <z <mogt>0.

a) Finn alle lpsninger av () pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som oppfyller

(1) u(0,t) = u(m,t) =0 forallet > 0.
b) Finn den lgsningen av () som i tillegg til (i) ogsa er slik at Fourierrekken til u(z,0)e™" er
gitt ved
(i) 0 =30 T dnon + 1)
il u(z,0)e —stm n x

n=0

for0 <z <m.
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Oppgave D-29
a) Finn Fourierrekken til den funksjonen med periode 27 som er gitt ved

—z for —m <2 <0,
fla) =
0 for0<z<m.

b) Bruk resultatet fra a) til a finne summen av rekkene

Z (2n+1)? o8 Z 2n+1

n=0 n=0

00
c) La ap+ Zl [an, cos nx + by, sin nz] veere Fourierrekken fra a). Skisser den kontinuerlige
e

sjonen som har

o0
ap + E Qy, COSNT

n=1

som sin Fourierrekke. Det er nok a skissere funksjonen for —27 < z < 27.

Oppgave D-30
Gitt den partielle differensialligningen

Pu 0%

1 e e
M o~ " o
der ¢ er en positiv konstant.
a) Finn alle lgsninger av (1) pa formen
u(z,t) = F(z)G(t)

som tilfredsstiller randkravene
ou

(2) u(0,t) = %(L t)y=0fort>0

der L er en positiv konstant.

b) Finn lgsningen u av (1) og (2) som ogsa tilfredsstiller initialbetingelsene

o ou . 37
u(z,0) = sin YA E(I’O) =sing-z, z€ [0, L].
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Oppgave D-31
La funksjonen g vaere definert ved

0 for x < —m,
m+x for —m <x <0,
T—1x for0<az<m,
0 for x > 7.

a) Finn den Fouriertransformerte, g, til g.

b) Bruk resultatet til & beregne integralet

o0 1 _ o
[y,
0 w
Oppgave D-32

La h veere definert ved h(t) = t? + ¢ for ¢ € (—m, 7] og h(t + 27) = h(t) for t € R.
a) Skisser funksjonen h for alle t € R.
b) Finn Fourierrekken til A.
¢) Bestem summen av Fourierrekken for alle ¢ € R.

d) Finn summen av rekken

Oppgave D-33
La funksjonen f, veere definert ved

) = {a forte[1,1+1/q],

0 ellers,

der « er positiv konstant.
a) Finn den Laplacetransformerte, £(f,), til fa.

b) Lgs differensialligningen

%) {y” +y = fa
y(0) =y'(0) = 0,

der f, er funksjonen ovenfor.
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c) Lgsningen y av differensialligningen (%) vil avhenge av parameteren a.

Finn ¢(t) =lim y(¢). Hvilken differensialligning vil ¢ tilfredsstille?

Oppgave D-34
a) Finn L(te 'sin2t).

b) Finn £{(t + b)u(t —a)} og L7} {(()—l-—b)z} der @ og b er positive konstanter.
s

¢) Bruk Laplacetransformasjonen til a finne funksjonen y(t) nar

d [t
y(t)—%/oey(t—T)dT—i-t

for alle ¢ > 0.

Oppgave D-35
Lgs den partielle differensialligningen

Pu  Ou
®) .
der —oo < & < o0 og t > 0, under betingelsene
. . . Ou
(i) Iklinoou(z,t) =0 og Tklinooa—gv(x t)=0
(if) u(z,0) = f(z)

der f(x) er en funksjon som har en Fouriertransformert.
Vis at svaret kan skrives pa formen

1 o0
u(z,t) = Wor [x flz—st)g(s)ds

der funksjonen g(s) skal bestemmes.

Oppgave D-36

Funksjonen f(z) =7 — >

0 <z <, er gitt.

a) Finn sinusrekken til funksjonen f(z).

b) La for alle z, S(z) betegne summen av sinusrekken til f(z) i a).
Hva blir S<fg> og S(%)?
Skisser grafen til S(z) i det lukkede intervallet [—2m, +27].
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Gitt den partielle differensialligningen

Pu ou
= gy >
(*) o= Ut 120
med randkrav
(%) uw(0,t) =0 =u(m,t), ¢>0.

c) Finn alle lgsningene av () pa formen
u(z,t) = F(z)G(t)
som ogsa tilfredsstiller (xx), og bestem en lgsning av (x) som tilfredsstiller (+x) og initialbe-

tingelsen
u(z,0) = f(z), O<z<m, t>0.

Oppgave D-37
Bruk Laplacetransformasjonen til a finne f(¢) nar

fit)y=e"~- Q/Ut cos(t —u) f(u) du

for alle t > 0.

Oppgave D-38
coshz, 0 <z <.

)

a) Finn Fouriercosinusrekka til funksjonen f(x)

(Husk at sinhx = % og coshz = %

b) Bruk resultatet i a) til a vise at

=

> Gl
n? 2 §1Hh T

n—2
¢) Hvor mange ledd ma vi ta med irekka i b) for a beregne summen med feil mindre enn 0, 004?

d) Finn alle lgsninger av

Pu  Ou

— =t=, <z< t ,
() o2 % 0<z<m t>0,
pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som oppfyller

. ou ou
(i) (%(0 t) = . —(m,t)=0, t>0.
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e) Finn den lgsningen av (x) som i tillegg til (i) ogsa oppfyller
(ii) u(z,1) = f(z), 0<z<m,

der f(z) er som i a).

Oppgave D-39

b) Gitt et system av differensialligninger

'+ x—y=rt)
Yty —a=—r(t)

der

1 nar0<t<3
r(t) = {0 nart > 3
og z(0) = 2'(0) = y(0) =y'(0) = 0.

Finn z(t) og y(t).

Oppgave D-40

a) La f(z) = (m — x) for 0 < z < 7. Hva blir Fourier-sinusrekken til f(z)? Du kan bru
Fourier-sinusrekken til 2 for 0 < 2 < 7 er

4 1
o Z { [Qm -1 7w2(2m-—1)? sin (2m — 1)z — 2 sin 2m:p} )

m=1
b) Finn alle lgsninger av Laplaces ligning
(1) Upp + Uy =0, 0<a<nw, 0<y<nm
pa formen u(z,y) = F(z)G(y) som tilfredsstiller
(2) u(z,0) = u(0,y) = u(m,y) = 0.
c) Bestem en lgsning av (1) og (2) som oppfyller
(3) u(z,m) = f(z), 0<z<m

der f(x) er funksjonen definert i a).
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Oppgave D-41
a) Finn Fouriertransformasjonen til funksjonen

f(z) = e cos .

b) Bruk resultatet fra a) til a finne verdien av integralet

/'°° w? + 2
——— coswdw.
o wt+4

Oppgave D-42

La f veere definert ved
. cosz, x€|0,7/2),
Flo) = { o)

0, x € [n/2,7).

Side 17 av 36

La g betegne den odde, periodiske utvidelsen av f med periode 27, og la h vaere den like, periodiske

utvidelsen av f med periode 2.
a) Skisser g og h pa intervallet (—3m, 37]. (Merk av enhetene pa aksene.)
b) Finn Fourierrekken til A.

La G og H betegne summen av Fourierrekkene til henholdsvis g og h.
c) Bestem G og H i punktene z = —7/4, x = 0 og x = 7/2.

d) Finn summen av rekkene

S

= = 1
mzzl(gm)tl ©8 Z(2m)271'

e) Finn alle lgsninger u av randverdiproblemet

(%) Uy = Ugy +u, € [0,7]
Uz (0,1) = up(m,t) =0, t>0
pa formen u(x,t) = F(z)G(t).
f) Bestem lgsningen av (x) som tilfredsstiller initialbetingelsene

u(z,0) = f(x), w(z,0)=0

der f er funksjonen gitt i begynnelsen av oppgaven.
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Oppgave D-43
a) Finn Fouriertransformasjonen til funksjonen

o) = {1— lz] for |z| <1

0 for x| > 1.

b) Bruk resultatet fra a) til a finne verdien av integralet

> sin’t
[ot,
0 t

(Hint: 1 — cosw = 2sin®w/2)
Oppgave D-44
La a veere en positiv konstant. Funksjonene f, og g, er definert ved

0 for0<t<a,

() =e fort>0 og L (1) =
fa(®) g a(t) {c“t for @ < L

a) Finn de Laplacetransformerte £{f,} og £{g.}, og beregn (f, * g.)(t).

b) Bruk Laplacetransformasjonen til & finne en lgsning av integralligningen

¢ ¢
y(t) — / ey(t —u)du= / go(u)e! ™ du
0 0
der gy er funksjonen g, for a = 2.
Oppgave D-45
a) Finn Fourier-sinusrekken til funksjonen f(z) = 1 pa intervallet [0, 7].
b) Differensialligningen

(i) Uy + 2Uy +u = Ly

Side 18

er gitt for 0 < z < w, ¢ > 1. Finn alle funksjoner av formen u(z,t) = F(z)G(t)

tilfredsstiller (i) og randbetingelsen
(ii) w(0,t) =u(m,t) =0 fort>1.
c) Finn en formell lgsning av (i) og (ii) som tilfredsstiller initialbetingelsen

(iii) u(z,l)=e" for0<z<m.
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Oppgave D-46 b) (Kan besvares uavhengig av pkt. a)) La f(6) veere en funksjon med periode 27 gitt ve

a) Finn de Fouriertransformerte til funksjonene
0 for—m<6<0

@) e @ foraz>0 0 forz>0 f@)=4q1 for0<f<m/2
x) = ,
0 forx <0 e’ forx <0. 0 form/2<6<m.

Finn Fourierrekken til f(6).
b) Bruk Fouriertransformasjonen til & vise at f % g = %( f+g). inn Fourierrekken til f(6)

> cos(aw)
1+ w?

c) Temperaturen pa randen av sirkelskiven, u(1,9), er gitt ved

u(1,0) = f(0).

Finn pa rekkeform et uttrykk for temperaturen i et vilkarlig punkt (r, ) pa sirkelskive

dw der a er et reelt tall.

Beregn integralet /
0

Oppgave D-47

1 1 eae
Finn £71¢ —— b L7100 — L7 ——— 1 na >0,a>0.
=) Fimn {52 +w? }7 {3(52 +w?) } o S Oppgave D-50

Bruk Fouriertransformasjonen til 4 finne f(x) nar
b) Lgs initialverdiproblemet: ) @)

*(11172 * — T*UZ
y' +ay=r(t), y(0)=0, y(0)=1 e :1 f@e ™ du, b>a>0.

0 forO0<t<l1
der T(t)_{l nart > 1

Oppgave D-51

c) Skisser grafen til y(¢) nar a) Finn den inverse Laplacetransformerte til funksjonen
1
Y +4y=0(t—m7), y(0)=0, ¢ (0)=1. F(s) =e™"
(s+b)?

Oppgave D-48 b) Bruk Laplacetransformasjonen til a finne en lgsning av initialverdiproblemet

Funksjonen f(z) =7, 0 < x < 1, er gitt. Beregn koeffisientene i Fourier-sinusrekken til f(z) og G2 ta=0(t—1)—5(t—2)
skriv opp rekken. Skisser ogsa grafen til rekkens sum i det lukkede intervallet [—2, 2]. 2(0) = 2
z(0) = 2.

Oppgave D-49
Gitt en sirkuleer skive med radius 1 og sentrum i origo. Temperaturen i et punkt pa skiven med

polarkoordinater (r, 6) betegnes u(r, 6). Den kontinuerlige funksjonen u(r, ) er lgsning av ligningen Oppgave D-52
) ) a) Finn alle funksjoner av formen u(z,y) = F(2)G(y) i rektanglet 0 < z < a,0 <y <b
Fu 10u 10w tilfredsstiller

1 — +t——+—=—=0 0<r<l1, —o<l<
(1) or? * ror + r2 00?2 ( " » T o)
Ugg + Uy = 0
og oppfyller (selvsagt) betingelse Tz vy
g oppiyller (selvsagt) betingelsen (0, 9) = ug(a,y) = u(z,0) = 0.

(2) u(r, 0 + 2m) = u(r, ).
b) Finn den funksjonen, som i tillegg til betingelsene under punkt a, tilfredsstiller
a) La p > 0 og bestem alle lgsninger av (1) pa formen u(r,d) = rPG(6). Hvilke av disse
. . . T 2rx
lgsningene tilfredsstiller (2)? u(z,b) = cos — + cos —.
a a
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Oppgave D-53
a) Finn Fourier-cosinusrekken til funksjonen f(z) = e pa intervallet [0, 7].

b) Skisser summen av rekken i intervallet [—27, 27].

¢) Evaluer rekken for 2 = 0 og x = 7 og bruk dette til a beregne summen av rekkene

O Y o @) Y

n=0 n=0

—

—1)n
+n?

—_

Oppgave D-54
Strgmmen 4(¢) tilfredsstiller ligningen

t
me+é/ﬁﬁm7:mm 0<t< oo,
0

der v(t) =0nar 0 <t <5, v(t) =17nar 5 <t < 10,
og v(t) = 0 nar t > 10.

a) Finn Laplacetransformasjonen

I(s) = L{i(t)}.

b) Bestem i(t). Beregn i(2), i(7) og i(11).

Oppgave D-55
Bestem pa kompleks form Fourierrekken til f(z) = e #! for —7 < o < « der f(z) er periodisk
med periode 27.

Oppgave D-56
a) Lgs integralligningen

¢
y(t) = (t+1e' — Qet/ e Ty(T)dr.
0
b) Funksjonen f er definert ved

8sint for 0 <t <,
t) = -
ug {0 for t > 7.

Lgs differensialligningen
Y+ 9y = f(t)
med initialverdier y(0) = 0, '(0) = 0.

TMA4135 Matematikk 4D H-03 Side 22

Oppgave D-57
Funksjonen u(z,y) er definert for 0 <z < 7, y > 0. Den tilfredsstiller differensialligningen

(1) Upgy —u=0 for0<az<m y>0
og randvilkarene
(2) u(0,y) = u(m,y) =0 fory>0.
a) Finn ferst alle funksjoner u(z,y) pa formen u(z,y) = F(z)G(y) som tilfredsstiller (1) o
b) Finn deretter en funksjon u(z,y) som tilfredsstiller (1), (2) og initialvilkaret
(3) w(z,0) =sinz +sin2z for 0 <z < 7.
c) Finn tilslutt en formell rekke u(z,y) som tilfredsstiller (1), (2) og initialvilkaret
(4) uy(2,0) =1 for0 <z <.

Oppgave D-58
a) Funksjonen f er definert ved

0 ellers

f(ac)—{l fora<z<b

der a, b er konstanter, 0 < a < b. Regn ut den Fouriertransformerte av f(z).

Uttrykk dernest den inverse Fouriertransformasjonen ved f(z).

b) Bruk resultatet i a) til & finne verdien av integralene

o0 1 —iwa o0 3 N
—e sin aw
/ —dw og / dw.
oW 0 w

Oppgave D-59
Gitt fglgende partielle differensialligning

ou O%u )
a*ﬁ:8_£27 7OO<I<OO,LLZO
i
med randkravene

lnin u(x,t) = hrin uz(2,t) =0

x—E0o0 x—koo

Vis at en lgsning som oppfyller initialbetingelsen

u(z,0) =0
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er gitt pa formen
1 RN
u(z,t) = ﬁ/o e~ 1g(s,t) cos s ds.

Funksjonen g(s,t) skal bestemmes.

( Husk at differensialligningen dy/dt + ay = b, a og b konstanter, a # 0, har generell lgsning

y=Ce ™ +b/a.)

Oppgave D-60
Lgs folgende system av differensialligninger

Yty =6(t-1)
Y+3 —y2=0
med initialbetingelse y1(0) = 0 og y2(0) = —1.

Oppgave D-61
La funksjonen f veere definert ved

o= {0

(m—x)a forz>a

nar x € [0, 7] og a er en gitt konstant i intervallet (0, ).
a) Bestem Fourier-sinusrekken til f. Hva er summen av Fourier-sinusrekken til f i 2 = a?
b) Sett a = 1. Hva er summen av Fourier-sinusrekken til f i 2 = 1007

¢) Bruk Parsevals teorem (ogsa kalt Parsevals identitet) til & bestemme

0o

Z sin®na
nt

n=1

Oppgave D-62

a) Bestem en lgsning pa formen v(z,t) = Az + B av randverdiproblemet

Ut = Uz
(*) ’UT(O,t) = Kl
v(m,t) = K

der K og K, er gitte reelle tall.
La u og v veere vilkarlige lgsninger av (). Vis at da vil w = u — v tilfredsstille

Wi = Wiy
w,(0,t) = w(m, t) =0.
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b) Finn lgsningen u(z,t) av

Ut = Ugy
uz(0,t) =1
u(m,t) = 3w
u(z,0) =z + 21 + cos(x/2) — cos(3z/2).

Oppgave D-63
a) Funksjonen f(z) er definert for 0 < z < 7 ved

f(z) =2* — 7.

Det oppgis at
T . 2
f(z)sinnzdr = —(1 - cosnn) forn=1,2,....
0 n
Skriv opp Fourier-sinusrekken til f(z).

b) Funksjonen u(z,t) tilfredsstiller differensialligningen
(1) U+t — Uy =0

for 0 <o <m, t>0.Finn alle lgsninger pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som ogsa til
stiller randvilkarene

(2) uw(0,t) =0, u(m t)=0 fort>0.
c) Finn en lgsning av (1) og (2) som tilfredsstiller initialvilkaret
(3) u(x,0) = f(x) — %sin:r for 0 <z <m,
der f(z) er funksjonen definert i punkt a).
Oppgave D-64
Gitt funksjonen f(z) = e~ a >0

a) Regn ut den Fouriertransformerte av f konvolusjon med seg selv (dvs. F(f * f)).

b) Bruk resultatet i a) til & finne verdien av

e 2 2
/ e—a(m—u) Ce v

oo

for alle x € R.
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Oppgave D-65
a) Bestem Fourier-sinusrekka til f(z) = x for x € [0, 7].

b) Finn alle lgsninger pa form u(z,y) = F(z)G(y) av

Ugy — 2Ug + Uyy = 0
(*) q u(z,0) =0, =0,
u(0,y) = u(m,y) =0, y€l0,m)

¢) Bestem lgsningen av (*) som oppfyller

u(z, ) = ze®.

Oppgave D-66
La x = z(t) og y = y(t) lgse

2 —x+5y) =t
Yy —dy— 22" =2

med initialbetingelse z(0) = y(0) = 2/(0) = y’(0) = 0.

a) Visat X = L(z) og Y = L(y) kan skrives pa formen

o L, 8 5
82 3(s2+4)  3(s2+1)
2s

CETEEE

b) Bestem lgsningen = = z(t) og y = y(¢).

Oppgave D-67
Bruk Fouriertransform til a vise

2a ™ coswx _
— dw = e~

T Jo w?+a?
for alle x € R og a > 0.
Oppgave D-68
Vis ved bruk av kjerneregelen i 2 variable at variabelskiftet

u=x+2y, v==zx

Side 25 av 36
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overfgrer ligningen

0z 0z

der den ukjente funksjonen z = f(z,y) skal ha kontinuerlige partiellderiverte, til ligningen

0z
(2) o =0,
der den ukjente funksjonen er z = g(u,v) = g(x + 2y, z) = f(z,y).

Hvilke funksjoner z = f(z,y) med kontinuerlige partiellderiverte er det som tilfredsstiller (1

Oppgave D-69
La funksjonen f veere gitt ved

flz,y,2) =22 — (@ +y)z+e” +9y° + 1.
Finn den retningsderiverte til f i punktet (0, —1,1) i retningen gitt ved
2i—2j+k

Finn ligningen for tangentplanet til flaten f(z,y,z) = 3 i punktet (0,—1,1).

Oppgave D-70
Du befinner deg i punktet P = (1,1,5) pa en fjellside hvor hgyden over havet er gitt ved

L0
10 4 322 4 Ty?’

Du beveger deg i retningen gitt ved v = —3i + j. Hva er da vinkelen med horisontalplanet?

I hvilke retninger kan du ga fra P for a beholde samme hgyde?

Oppgave D-71
La z = f(z,y) veere en flate i rommet med tangentplan

r+z=4
i punktet (3,0,1). Finn den retningsderiverte til f(x,y) i punktet (3,0) i retningen j.
Bestem ogsa en enhetsvektor u slik at den retningsderiverte til f(z,y) i punktet (3,0), i retn

u, er lik 1/2.

Oppgave D-72
Gitt funksjonen
f(z,y, 2) = sin (zy + 22 — 4o + 4y).
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Finn gradienten Vf(z,y,z). Regn ut den retningsderiverte til f i origo i retning av vektoren
v = —i+ 2j + 4k. Hva er den storste retningsderiverte til f i origo?

Oppgave D-73
En flate z = f(z,y) i rommet har tangentplan

z=2x—3y+5
i punktet (1,1,4). Finn den retningsderiverte til f i punktet (1,1) i retningen i + j.

La L veere skjeeringslinjen mellom tangentplanet i (1,1,4) og planet y = z. Finn vinkelen som L
danner med xy-planet.

Oppgave D-74
Et fly reiser gjennom gvre luftlag der temperaturen i (z,v, z) er T(z,y, z). Finn temperaturend-
ringen per minutt rundt flyet ved et tidspunkt der

or _
oxr

or _
) 8:’/7

ar

2 -
T 0z

1

—4 malt i °C/km,

nar flyets fart er 1000 km/h og det flyr i retningen (7,5, 1).

Oppgave D-75

La f veere funksjonen gitt ved f(x,y,z) = zyz, og la v veere en vektor som star vinkelrett bade
paa=j+kogb=2i+j, og som har positiv k-komponent. Finn den retningsderiverte av f i
punktet Py(1, —1,2) i retningen til vektoren v.

Fasit

b) un(x,t) = Apetcosnz, n=0,1,2,...

1 6 (1) 2
c) u(z,t)=-+ ;Z —(2(n+)1)e’<2”+1) Leos (2n+ 1)z
n=0

\)

e * cos 2z
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D-3

D-7

D-8

D-10

D-11

a)
b)

a)
b)

Side 28

0 fort<l1, t fort<1
t) = t) =
1®) {1 fort > 1, 9(t) {1 fort >1

t—sint fort<1
Yy =
4 1—sint fort>1

-1 fort<1
i (t) =1, l‘z(t)—{ 0 fort>1

2sinz  sin2r 2sin3z  sindxr  2sinbz

A2 2 mo® 4 Tase T
_ i(fl)’"’l 2sin(2m — D)z sin2ma
B ot T (2m—1)2 2m

/4, -—w/4, w2/8

i(w,y) = Glw)e

2
e P /4y

h(p,y) =

1
2,/Ty

y = e'(cost + 3sint) + 2t

up(z,t) = At sinnz, n=1,2,...

u(z,t) = tsinx — 3t%sin 3z

U(w,t) = B(w)c’(wzﬂ)t

u(w,t) = _e*t +°<> f(u)e’(x’“)z/“ du
R V=

2 1
) 2

]:{(2 _ 1.2)6—362/2} — (’LU2 + 1)6—1”2/2
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D-12 a)
b)

<)

D-13 a) r

b)

D-14 a)

b) u

D-15 a)
b)

D-16 a)
b)

D-17 a)

b)

D-18 a)
b)

D-19

Side 29 av 36

0 . o
tn(z,t) = BpeXsinnre W n =123 ...
u(z,t) = e*sin 2z e

- 2

. —(n2
u(z, t) = E (—1)"*H1 262 gin g e~
n
n=1

for s >0

o0
E ut—n
n=0

[1- e_(t_”)] u(t —n),

s s(1—e%)
- Z e~ Myt —n)

n=1
oo
2 Z cos 2max
6 m2
m=1
2.2
W(z,y) = Che Y 2cosnz, n=01,2,...
2
w(z,y) = = — Z cos 2m:L‘ o 2my?

m=1

902 _ 2
u(z,y) = e % cos2x + e~ cosda

\/5 a
T 22+ a?

U(w,y) = A(w)el* + B(w)e vl

2s s2—1 L. ‘
T+ (s2+1)2 E(blntftcogt)
x(t) = C(sint — tcost)

n=1 (2n - 1)2 n=1
—m/2
—m/2 = T/2 E €
e T 2iqer
u,(z,y) = Cpe” 2 sinna - el @y =1,2,3,...

u(z,y) =3e 1 sing - eV — Le™ 2 gin 3z - e
1 1 1 w "° cosw ® wsinw ™
Alw)=———, Bw)=- , dw = dw = —
(w) ml+w? (w) ml4+w? /0 1wz /0 T+ ™ 2

TMA4135 Matematikk 4D H-03 Side 30
2 -1
D-20 ) /2L,
w
b) 7r/2
D-21 a) u,(x,t) = [AT,, cosvVn? + 1t + B,sinvn? + 1t} e @sinnr, n=1,23, ...
b) u(z,t) = e % [cos V2t - sinz — 2 cos/10¢ - sin 3z
D-22  h(t)=e"
D-23 b) i) ”;a ii) }%
D24 f(r) = = e
- )= —c¢
VT
D-25 a) wu,(z,t) = Cot" sinnz, n=12--
oo ,,1’2
b) u(z,t) = Z I;—} sin nx
n=1
D-26 b) y; =% —LcosV3t—u(t—1) [} —3cosV3(t—1)], p2=-u
2 1—cos2
D-27 a) \/jy
™ w
b) /2
D-28 a) u,(x,t) = Bpe Wit ginny, n=1,2,...
oo _1)
b) u(z,t) =¢" nz:% ﬁe’[(%“)g“]t sin (2n + 1)z
i 1) =1 —1)"
D-29 a) Ty {L cosnx + (il sin nx}
4 mn? n
b) 72/8, «/4
2n — 1)mct 2n — 1)mcet 2n —1
D-30 a) wu,(z,t) = (Ancos% + By, sin (2n QL)WC ) sin (2n 5T )7r:1:7 n=1,
7rct mx 2L . 3mct . 3mx

Y A Sk Y Y
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D-31

D-32

D-33

D-34

D-35

D-36

D-37

Side 31 av 36

2 1 — cosmw

2) T w?
b) 7%/2
2 & 1) —1)nH1
b) % + ; [4( nz) cosnt + 2L sin nt
) h(t) fort# (2n — 1)m, n heltall
c
72 fort = (2n—1)m, n heltall
2rt w2
d) ==+ 5
) BT
ae™®
1— /75/a
a) 2
0 fort <1
b) y(t) = { a[l — cos(t — 1)] forl<t<1+1/a
afcos(t —1—1/a) —cos(t —1)] fort>1+1/a
0 fort <1
c) o(t) = - "+y=6(t—-1), y(0)=y(0)=0
) e(t) {Sin(tl) forton VY (t—=1), y(0)=y(0)
4(s+1)
D Gri+aP
ra+b 1 b
—as = _ —b(t—a) _
b) e ( . +52>’ (t—a)e u(t — a)
c) yt)=t—1
gls) = e
2= (=)
a) ; ———sinng
b) —7r/8, —57/8
) un(z,t) = Bue [/ tginng . n=1,23 ...
22— (=) . .
0= ((W2+1)/4 i) e
u(z,t) ; n e sin nx
F#) =t —1p
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D-38

D-39

D-40

D-41

D-42

D-43

a)

c) 14

d)

e)

a)
b)

a)

b)

a)

b)

b) -

d)
e)

f)

sinh 7

2sinh m o= (—1)"
LY

COsSNT
n?+1

T
n=1
(fra restleddsestimat for alternerende rekke)

up(z,t) = At cosnz, n=0,1,2,...

sink 2sinh Z‘” -1
() = sinhw _ 2sinh7 (-1) 7 cos
™ ™

11— cosv2t]; L1 —cosv2(t — 3)Ju(t — 3)
z(t) = 4[1 — cos V2] — 3[1 — cos v2(t — 3)Ju(t — 3), y(t) = —a(t)

8 Z sin (2m — 1)z
— (2m —1)3
un(2,y) = n=12 ...
8 = sin (2m — 1)z sinh (2m — 1)y
(WJ):—Z 1\ _
b (2m —1)3sinh (2m — 1)7

C'sinnx sinh ny,

m=1

\/§w2+2
w44
mcos 1
2e

m+1
cos 2max

COS l‘ Z
7T

G(—7/4) = —1/\/5 G(0) =0, G(n/2) =0
H(—n/4)=1/v2, H(@0)=1, H(x/2)=0

1
1 2
A()Ct + B(]C_t
= (A1 + Byt)cosx
= (4, cos \/nz—t + Bn sin \/nz—t) cos N,

ht -1 m+1
o ﬂ ) 0s V4m?2 — 1t cos 2mzx

2 T Z 4m?2 —

u(z, t) =

f(w) _ g 1-— cgsw

™ w

n=234,...

Side 32
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D-45

b)

a)

1 1
D-44 a) ——, e -9 ; (t—a)u(t —a)
s—a s—a
(f2 % g2)(t) = € (t — 2)u(t — 2)
4 Z sin(2n + 1
2n +1
un(:Lyt) = e Tsinnz -t n=1,23, ...

D-46

D-47

D-48

D-49

D-50

b)

a)

b)

a)

b)

a)

b)

() = %sz Z (sin(2n + Dz

2n+1)2
— (2n + 1)@+

]?( ) = 1 —dw G(w) 1+ 7w
—_—, W) = ———
V2 (14 w?) g V27 (1 + w?)
ge lal
1.1 o1
;smwt, E(l—coswt)7 ;bmw(t—a)u(t—a,)

1sin2t + {1 — cos2(t — D]u(t — 1)

Z s1n (2m — D)z
u(r,0)=A+BO (p=0) og wu(r,d) =r"(Acospd+ Bsinpd) (p>0)
up(r,0) = Ay og  un(r,0) =r"(A,cosnd + B,sinnf) (n=1,2,...)
sin(nm/2) {(—1)(”1)/2/7m forn=1,35,...

1
ap=-, a,=
74 " 0 forn=2,4,6, ...

™
1/7n forn=1,3,5, ...
1 — cos(nw/2 o
bn:%: 2/mn forn=2,6,10, ...
0 forn=4,8,12, ...
11 acos(2m+1)0  sin2m+1)0  sin2(2m +1)6
(6)N4+71'Z|:( V' i 2m + 1 2m + 1

1 1S omi1 mcos(2m+1)0  sin(2m + 1)6
1 + - Z{I [(—1) + 7

m=0

f(I) _ b efabzz/(bfa)

w(b—a)

D-51 a) e "9 (t — a)u(t — a)

Side 33 av 36

2@mn)Sin2(2m + 1)0
2m +1 2m+1 2m+1
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D-52

D-53

D-54

D-55

D-56

D-57

D-58

D-59

b)

a)

b)

a)

b)

a)

b)

b)

2e7M(t+2) +e It~ Du(t — 1) — eI (t = 2)u(t - 2)

T, . NTY

uo(z,y) = Boy 0g un(z,y) = By cos DT sinh (n=1,2,...
a a
. _sinh(ry/a) 7wz  sinh(2ry/a)  2mx
u(@,y) = sinh (7b/a) 57T sinh (27b/a) s
1 1 21— (—1)reT
p [1—eT] +fnz:;wcosms
=1 meoshm 1 2 (=1)" 1
;1+n2 = Jsimhr |2 ;1 n2 2§lnh7T+§
17C .
I(s) = —5s _ ,—10s
(5) CRs+1 (c <)

1
i(t) = g(e_(t“g)mcu(t —5) — e t10/RCy (¢ — 10))

i2) =0, i(7) = (17/R)e/5C,i(11) = (17/R) (e~5/RC — ¢~1/5C)

- Z 1-(= l Pinz
1+7L2 ’

y(t) = cosht

sint — isin3t for0<t<m
y(t) = 8 .

0 fort>mn

un(z,y) = Ape /" sinnz (n=1,2, .. )

u(z,y) = e ¥sinz + e ¥4 sin 2

4 2
__ = om—1 —y/(2m—1)% _: om —1

u(z,y) W;( m — 1)e sin(2m — 1)z
N i C—ibw _ e—iaw

W)= —/——""""""
L o0 gi(z—bjw _ 6i(zfa)w ~ f(l + O) + f(’[ _ O)
21 J_o w N 2
i, m/2

1— st

g(87 t) - 2

Side 34
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D-60

D-61

D-62

D-63

D-64

D-65

D-66

D-68

D-69

D-70

D-71

a)

b)
<)

a)
b)

a)

b)

a)

b)

a)

b)

b)

Side 35 av 36

y1 = 2sinh 2t 4 1 (2D 4+ 3e720-1) y(t — 1)
Yo = =2 — 17 — 3sinh 2(t — 1) u(t — 1)

2 ; sn;;uz sinnz , (m —a)a
—(m —1)(32m — 100)
(r —a)?a®/6

U([E,t) = Kll’ + K2 — 7TK1
u(z,t) =z + 21 + e 4 cos(x/2) — e~* cos(3z/2)

8 1 ,
; ZZO m Sm(?m + 1).T

m
Cn2tt2/3
tn(2,1) = Bpe ™ 2 sinna

n=1,2,...)
8 - 1
2 .
u(w,t) = ;642/2 Z We_@"”“) tsin(2m + 1)
m=1
P e—w2/2a
2 a
1 —az?/2
2a ¢
G 2
Z(fl)"*'lfsinmc
n=1 n
up(z,y) = Ape®sinnzsinh(vn? +1y) (n=1,2,...)
- 2sinh(vn2 + 1
u(x,y) = Z(,l)nﬂwez sin nx
— nsinh(vn? 4+ 1)
n=1
T =—t— %sint—O— %sinZt

y = 2(cost — cos 2t)

f@,y) = oz +2y)
2/3; x4+ 2y+4r=2
arctan(1/4/10) = 17,5°;
0 (-hEVE)

+(7,-3)
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D-72

D-73

D-74

D-75

cos(zy+ 22 —do+4y)[(y—4)i+ (e +Dj+22k]; 4 42
—1/v/2; arctan (—1/v/2) = —35,3°
50/\/3 °C/min.

—8/3



