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Sammendrag

Dette notatet er laget pa initiativ fra Overstudass SIF5017. Det prgver a illustrere endel av de mest
brukte integrasjonsteknikkene, og gi eksempler pa bruken. Tilbakemeldinger mottas gjerne. Dette
er IKKE en del av pensum i SIF5017. Snarere et supplement (stgtteliteratur) til de som gnsker a
friske opp integrasjonsreglene.

1 Diverse

1.1 Rottmann

Rottmann vil veere tillatt pa eksamen. Det anbefales at man bruker litt tid til a fa en liten oversikt
over hva som finnes der, og hvordan man bruker det. Husk at alt som star i Rottmann kan brukes
pa eksamen uten annen begrunnelse enn henvisning til formelsamlingen.

Eks 1.1 Lgs integralet

[
———— arcsinxzdz.

1— 22
Det er et integral som de fleste vil vegre seg for a prgve a lgse. Men i Rottmann s 146 formel 144
finner vi at

1 1
arcsin zdx = —gx/ 1 —z?arcsinz + 1 (arcsinz)? + ZxQ +C.

1[,'2
/ V1—z2
1.2 Odde og jevne funksjoner

A vite litt om odde og jevne funksjoner kan spare oss for mye arbeid. Vi definerer odde og jevne
funksjoner som

jem  f(z = f(~a)
odde f(z) = —f(~)
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Figure 2: Odde funksjon

Se Fig 1.2 for eksempel pa jevn funksjon, og Fig 1.2 for eksempel pa odde funksjon.

Vi vet at hvis vi integrerer en odde funksjon over et omrade symetrisk om origo, vil integralet bli
null. Dette sees enklest ved at man ser pa Fig 1.2 og legger merke til at arealet i intervallet [—a, 0]
under grafen er lik arealet i intervallet [0, a]. Hvis vi gjgr det samme for en jevn funksjon vil vi fa 2
ganger integralet over intervallet [0, a]. Det matematiske beviset utelater vi her.

“ o0 for f(x) odde
7af(x)da: N { 2 [, f(x)dz for f(z) jevn

Vi prover at par eksempler for & se hvordan det virker i praksis.

Eks 1.2 Lgs integralet

s
/ sin xdx
— T

Vi ser at sinz er odde funksjon fordi sin () = —sin (—x). M.a.o blir integralet null.

Eks 1.3 Lgs integralet

2

2
/ cos rdx

Vi ser at cosz er jevn funksjon fordi cos (x) = cos (—z). M.a.o blir integralet

/

w3

el

-z .
coszdxr = 2/ coszdr =2 [sinz]§ =2
0

s
2
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Eks 1.4 Lgs integralet

s
/ sin x cos xdx

—T

Vi vet fra Fks 1.2 at sinz er odde funksjon, og vi vet fra Eks 1.3 at cosz er en jevn funksjon. Jevn
funksjon multiplisert med odde blir odde. M.a.o blir integralet lik null.

2 Delvis integrasjon

Delvis integrasjon bruker vi nar vi er istand til a dele opp integralet vart i to.
[ hads = [ f@gt@rts,  der hiz) = f@)gla)
Formelen for delvis integrasjon star i Rottmann formel 4 side 131.
[ F@g@yiz = f@lg@) - [ a)g @

Hele poenget her er a velge f'(z) og g(x) s.a [ f(z)g'(x)dz blir lettere & lose. A se hvordan man
skal velge f'(x) og g(z) krever ofte litt trening. La oss se pa noen eksempler.

Eks 2.1 Lgs integralet

/ T sin xdx

Vi starter med & plukke ut f’ og g. Vi ser at hvis vi deriverer = vil den bli en konstant. Det benytter
vi oss av og velger

f=—cosz f'=sinx
g=z g=1
Dette gir oss
/ x sinzdr = _x (—cosx)—/ 1 -(—cosz)dx
g f f g’
g !

—xcosx +sinx =sinz — x cosx,

som er et enkelt integral & lgse.
Vi prgver med et litt vanskeligere problem.

Eks 2.2 Lgs integralet

/xe””e“’fldx

Dette ser litt vankeligere ut, fordi her har vi 3 ledd a velge mellom. Vi lgser det ved a se at
ee® ! = 271 og vi har igjen to klare kandidater til f’ og g.

f _ %ngc—l f/ — eQ;c—l

g==x g'=1
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Etter at vi har identifisert f’ og g er det bare & sette inn i formelen og regne ut det siste integralet.

1 1
z 2 ldy = gz =¥l 1 -—e¥ ldz
= ~~ 2 ~~ 2
9 I’ e g’ Hf,_/
g
1 1 1
— x562x—1 _ / 562x—1dx — Z (2x62x—1 _ eQ;c—l) .

Hva gjgr vi hvis vi ikke greier a gjgre det siste integralet lgselig ved a bruke delvis integrasjon 1
gang? La oss se pa et eksempel.

Eks 2.3 Lgs integralet

/xze_”dx

Vi starter med & identifisere f’ og g som

f — _e 7 f/ —e

g=1z? g =2z

Vi setter sa inn og far

/ 22 e %de = a2 '(—e*z) —/ 2z '(—e*””) dx
g f 9 f g’ f

= —a:Qe_”—l—Z/xe_’”dx.

Vi ser at det siste integralet fremdeles ikke er lgsbart, men vi har redusert potensen til x-en. Det vi
na gjor er & utfore delvis integrasjon igjen pa det siste integralet [ze™*dz for a bli kvitt x-leddet
fullstendig.

fi=—e® fli=e"
g’ =

g1 = 1
/xe‘”dm = z (e —/ 1 (—e®)dz=-ze®—e"=—e"(1+a)
—— N——
g ’
I !

Vi setter sa dette inn i vart opprinnelige integral og far
/x%‘”dm = 2% "+ Q/xe_”dx =-—22 " +2 (—e(1+2)) =—e " (2 +22+2).

M.a.o ma vi av og til utfgre delvis integrasjon flere ganger for & kunne lgse integralet, evt kombinere
det med andre teknikker.

Finnes det integral der vi ikke greier a redusere problemet??

Eks 2.4 Lgs integralet

/62’” sin 3zdz
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Vi ser at vi reduserer stgrrelsen pa hverken €2 eller sin 3z ved & derivere. Men vi prgver alikevel.

f' _ l€2Z fl _ x2x
2
g=sin3z ¢ = 3cos3zx

1 3
/62” sin 3zdr = 562’” sin 3z — 3 /62’” cos 3xzdx

Her kan det se ut som om vi ikke kommer noen vei. f €2% cos 3xzdx er ikke noe lettere & lgse enn det
opprinnelige integralet. Men vi prgver en gang til allikevel

f — %62;5 f/ _ eQx

g=cos3x ¢ = —3sin3x
Vi far na at
2x 1 2x 3 2x -
e“* cos 3xdx = 56 cos 3x + 3 e~ sin 3xdx.

Integralet pa hgyre side er det samme som vi startet med. Vi substituerer sa dette inn i forrige
likning og far

1 3 9
/62’” sin 3zdr = 562” sin 3z — 162’” cos 3T — 1 /62” sin 3zdz.
Vi lgser na for [ e**sin3zdz og far
13

1
e sin 3xdr = 162“’ (2sin3z — 3cos3z) + C

1
/62” sin 3xdx = Ee% (2sin3z — 3cos 3z) + C’

Vi ser at vi greide a lgse problemet selv om vi ikke reduserte problemet i vanlig forstand!

Hva skal vi gjgre hvis vi har et bestemt integral istedenfor et ubestemt (m.a.o et integral med gvre
og nedre grensen)?
Formelen blir som fglger.

/ F(@)g(@)dz = [f(@)g(@)])’, - / f(2)g (x)de

Eks 2.5 Lgs det bestemte integralet

1
/ arcsin zdzx.
0
Dette illustrerer et nytt poeng i valg av f’ og g, nemlig
f=xz f=dzx
_ : r_ 1 .
g=arcsine ¢ = fra Rottmann side 130
1 ) 1 " 1
arcsinzdr = |rarcsinx|, — ——dxr = [:c arcsinz + /1 — xQ}
/() [ ]O /O /1 — xz 0

i Y
Z40-0-1==—1
5 00 5

Det ubestemte integralet fol arcsinzdz. kunne ogsa veert lgst v.h.a Rottmann formel 138 side 145.
Integralet [ ﬁdm lgses enklest ved substitusjonemetoden, se eks 3.1
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3 Integrasjon ved substitusjonsmetoden

Integrasjon ved substitusjonsmetoden er et variabelskifte vi gjor for & ende opp med et penere
integral. Metoden star som formel 5 i Rottmann side 131. Det vanskelige her er a se hva men skal
substituere med, m.a.o hva man setter til x = g(u), eller pa en mer intuitiv mate, u = g=*(z).

d
[ r@de = [ sotw)Jatwdu  der 2= g
Dette kan se litt komplisert ut, sé vi prgver med et eksempel.

Eks 3.1 Lgs integralet

et
——dx
V1— a2
Vi setter u = x2 og far

u =12 d—u:Qx, = dx:d—u.
dx

T r du 1 11 1
(1-23)?+C=VI-a22+C

<|I

<
I
8

{H

o
£
|
8
N

Eks 3.2 Lgs integralet

1 5
—(1+1 d
/m(+n$) x

Her har vi 3 mulige lgsninger, nemlig v = %, u = Inz (krever at vi deler opp integralet i 2) og

uw=1+Inz. Vi ma bli kvitt enten 1 leddet, eller 1 4+ Inz (Inx hvis vi velger & dele opp integralet).
Vi prgver med u = 1 + Inz.

du d 1
u=1+Inz, 57%(1—1—111‘%)*5 = dr=uzdu

Vi substituerer na inn og far

1 1 1
/—(1 +Inz)’de = / —uPzdu = /uSdu =—u®+C.
L e e T 6

Vi substituerer na tilbake og far

(1+1Inz)®+C,
hvilket er svaret!!

Eks 3.3 Lgs integralet

/sin (3z + 4)dx
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Sinus er pa en form vi ikke er vant til, og vi substituerer med

1
u =3z +4, d—u:?), = dx = -du.
dx 3

Vi setter inn og far
. 1 [, 1
sin 3z + 4)dz = 3 [ sin udu = —g cosu +C

1
= —§COS(3$+4)+C

4 Sinus og Cosinus triksing

A kunne trikse med sinus og cosinus er essensielt for a kunne lgse endel integral. Her fglger en rask
oversikt over de viktigste knepene.

4.1 Halvvinkel til sinus og cosinus

I Rottmann side 42 star addisjonsteoremene for sinus og cosinus. Ved a kombinere disse kan man
komme frem til

1

sin? g = 5(1 — cos 20), (1)
1

cos? 0 = 5(1 + cos 26). (2)

Dette er viktige sammenhenger som kan brukes ved integrasjon. I Rottmann side 85-> star det flere
nyttige sinus/cosinus triks.

Eks 4.1 Lgs integralet

/ sin® 3xzdz

(1 = cosbx)dx =

Vi bruker likn 1 og far

/sin23a:da: = /

1
= (6 — sin6x) + C.

1
(x — gsin6x) +C

N =
N =

4.2 Trigonometrisk substitusjon

Trigonometrisk substitusjon er et kraftfullt hjelpemiddel ved integral der vi finner ledd som
(a? —u?)Y/2 (a® —u?)3/? og 1/(a® + u?)?. Vi kan systematisere det i en tabell.

Integralet inneholder | Substitusjonen | Bruk av identitet

a’® — u? u = asinf 1 — sin?0 = cos® 0
a? + u? u=atan 1+ tan20 = sec? 6
u? — a2 u = asect sec?d — 1 = tan?46

Vi prover med et eksempel.
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Eks 4.2 Lgs integralet

3
x
———=dx, hvor |z| < 1.
| o, worla
Her er a = 1 og u = x, sa vi substituerer med

r = sinf, dx = cosfdo.

sin® 6 cos @

3
xT
" dr = 2 TP
/V1—$2 V1 —sin?6
= /sin3 0do = /sin9(1 — cos® §) db
= %COSBG—COSH—FC.

Vi vet at cosf = (1 — sin? 9) = +/1 — 22, noe vi bruker nar vi substituerer tilbake og far

x3 1 o 2 —

Eks 4.3 Lgs integralet

/\/ a? — u?du, lu] < a.

Dette passer glimrende med fgrste situasjon i tabellen var, og vi setter u = asinf og du = a cos 8df
og far

/\/ a? —u?du = /\/ a2 — a2 sin® §(a cos 6)dh

1
2.2 _ Lo
/a cos” 6df = 54 /(1+cos(29))d9

cos? =1 (14cos 26)

15 1, _ 1, :
50 <9+281n29>—|—0 = 50 (0 4 sinf cos ) + C.

1 sin 6=sin 6 cos 6

Den fgrst substitusjonen far vi fra likning 2. Den andre substitusjonen far vi fra Rottmann side 87

som sier sin 20 = 2sinf cos . Denne identiteten bruker vi ved tilbakesubstitusjonen og far sin = =,

og cosf = —W“Z)a_“z Dette gir oss
1 u  uva?—u? U a® U
/\/aQ—quu = —a®|sin'—4-——— | +C=-Va2—ul+ —sin' —+C.
2 a a a a 2 a

Eks 4.4 Lgs integralet

1
—dx.
/ (422 4+ 9)°

Vi kjenner igjen situasjon 2 fra tabellen var med v = 2z og a = 3. Det gir oss med u = atan6
fglgende substitusjoner.

3 3
2z = 3tané, z=3 tan, der = 5 sec? 0d6.
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Vi setter inn og far
1 3 sec? 6
/72@: - /—2 7 de
(422 +9) (9tan®6 +9)

2
— §/L92d9:i/%d9
2 (9 sec2 9) 54 sec? 0

= L c0529d9:L

Fi 108 (0 4 sinfcosh) + C

Integrasjonen er den samme som vi gjorde i Eks 4.3. Vi vet at § = tan’l(%ﬂ”) og finner ved a lage

Fig 3 at
472 +9

2x

3
2x = 3tanf

Figure 3: Trigonometrisk fremstilling av § = tan~* (%“’)

2
sin@zix, COSO:L.
472 +9

Vi substituerer tilbake med dette og far
1 1 2z 2z 3
—  —dr = — |tan! <—> + : +C
/ (422 + 9)* 108 [ 3 Var2 +9 V4z2 +9

= Ltan*1 2 +—  _4C
~ 108 3) 182 +9)

Eks 4.5 Lgs integralet

T > 5.

/ Va? — 25dm
T )

Vi har na det siste tilfellet i tabellen var. Vi substituerer med z = secf, dx = 5sectan6df, og far

Va2 —25 = /25 (sec2f — 1) = 5 tan 6.

Siden x > 5 impliserer det at 0 < x < 7/2, slik at tan > 0.

Fsocl (5secf tan 0)do

= 5/tan29d0:5/(sec29—1)d9
= 5tan9—59+C:\/x2—25—5se(:*1(%)—FC.

/\/x2—25dx B /5tan9
x

LYKKE TIL!



