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0 for0<t<1
5.3.5 2u(t—1) = o N
t?2 fort>1

Vi omskriver t2u(t — 1) slik at den blir av formen
f(t — Du(t — 1). Da kan vi finne den Laplace-
transformerte ved & bruke transformasjonsrege-
len L{f(t — a)u(t —a)} = F(s)e™* (2. skiftteo-
rem /forskyvningsregel, Kreyszig s. 267 teorem 1).

=t-1D)+1P=@t—-1)2+20t—-1)+1
tPu(t — 1) = [(t — 1)* +2(t — 1) + u(t — 1)

N

Da har vi t2u(t — 1) = f(t — Du(t — 1) der f(t —1) = (t — 1) + 2(t — 1) + 1 og folgelig
f(t) =2 + 2t + 1. Siden L(t") = n!/s"*! far vi F(s) = L{f(t)} = 2/s3 +2/s®> +1/s og
dermed

L{tPu(t — 1)} = L{f(t — Du(t —1)} = F(s)e * = (3 + 24 1)6*5.

s3  s2 s

Alternativt kan vi finne den Laplacetransformerte ved integrasjon:

L{tPu(t—1)} = / e S Pu(t — 1) dt = / e St dt
0 1

3 1 t,2]|° 1 > t
(delvis integrasjon) — _Ze St ’ + _/ e~ Stot dt
s t=1 s J;
(delvis integrasjon) = e - et 4+ =59 di
S S t=1 S 1
2 2 o0 1 2 2
—_ —S —S —st _ —s —s —s
= —e + —26 - 8—36 1 = ge -+ 8—26 + 8_36

der vi, nar vi satte inn gvre grense, brukte at lim;_,o, e %" = 0 for s > 0.

£_1{4(62S _ 2675‘?) } _ 4£_1{62S} B 8£—1{65S} 4l ‘ ‘
s s s ! !
0 forO0<t<?2 . !
=4u(t—2)—8u(t—5)=<4 for2<t<5 2 0 t
—4 fort>5 1
—4 _—

5.3.28
y'+4y +5y=46(t—1),  y(0)=0, y'(0)=3

Sett Y = L(y). Laplacetransformerer ligningen (L{d(t — a)} = e™%%) og far
[s*Y — sy(0) = 5/ (0)] + 4[sY — y(0)] +5Y =e*

dvs.
(s +45+5)Y =3+¢*
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og folgelig
3 te 3 1

TP as45 (542241 (sr22+1°

—S

Vi har .
L—l{ } — e 2gint
(s+2)2+1 c oo
ifglge skiftteorem 1. Ved ogsa & bruke skiftteorem 2 far vi
y=LHY) =3e2sint 4+ e 2 Ysin (£ — V)u(t — 1)

B 3e 2t sint forO0<t<1
e % [3sint +e’sin(t —1)] fort > 1.

Vi skal finne £(#? cosh 7rt) ved hjelp av formelen (1) L{tf(t)} = —F'(s), Kreyszig s. 275.
Siden L(cosh7t) = s/(s? — 72) far vi, ved & bruke formel (1) 2 ganger,

d s (2 —72)-1—25-5 52 + 72
L(t coshrt) = T2 52— 7 = (2= 2
d s?>+ 72

L(# cosht) = L{t(tcoshmt)} = — 70553

(s* —72)?- 25 — 2(s? — %)2s - (s + 7?) 25 + 67?s
(52 _ 71'2)4 - (82 _ 7T2)3 )

5.4.13| Vi skal finne invers Laplacetransformert f(t) for F(s) = In [(s* +1)/(s — 1)?] ved &
bruke formel (1) L{tf(t)} = —F'(s), Kreyszig s. 275 (eller formel (6), Kreyszig s. 276).

Vi far

d s?+1 d
F'l(s)= —In——= = —[In(s? +1) —2In(s — 1)] =
(s) P n(s—1)2 ds[n(s +1) n(s—1)]
s 1

—tf(t) W LYHF(s)} = 2£71{32 1 s——l} = 2(cost — ")

ft) = —%(cost —e') = %(et — cost).

2s 2
s24+1 s-—1

Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet (f x ¢)(t) med f(t) =t og g(t) = €.

t t
txel = [ f(v)g(t —v)dv = / ve! ™ dv
0

V=

0
¢ t
(delvis integrasjon) = {v(—etiqj)} . —i—/ eV dv
= 0

t
:—t—i-[—et_”} = —t—-1
v=0

5.5.15| Vi skal finne f(t) = £L71{s/(s%> + m%)?} ved & bruke konvolusjon. Vi merker oss forst at

S 1 T S

(s2 +72)2 w82+ w2 824 g2
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og vet at L7 /(s? + 72)} = sinwt og L71{s/(s®> + 72)} = cosnt (Tabell 5.1, Kreyszig
s. 254). Folgelig far vi, ved konvolusjonsregelen (Teorem 1, Kreyszig s. 279),

1 1 1/t
f(t):—ﬁ_l{SQIWQ~82iﬂ2}:;sin7rt*cos7rt:;/0 sinv cos 7(t — v) dv.

For & regne ut integralet kan vi bruke den trigonometriske identiteten
(jf. Rottmann s. 88) sin A cos B = 1[sin (A + B) + sin (A — B)]

med A =7v, B=mn(t —v) og fplgelig A+ B =mnt, A— B =mn(2v —t). Det gir

I I
fit)y=— / sinmvcos(t —v)dv = — / [sin 7wt + sinw(2v — t)] dv
™ Jo 27 0
1 . 1 t
= — [U sinmt — — cos(2v — t)}
27 2 v=0

[ (sint g cosmt) = (= g cos(onn) | = 5 sint
- R —( - = — = —sin
. sin Y COS T o cos (—m o s

der vi i siste linje forenklet svaret ved & bruke cos (—mt) = cos 7t.

5.5.31 | Laplacetransformasjonen skal brukes til & lgse integralligningen
t
y(t) = te' — Qet/ e Ty(r)dr.
0

Merk at e fot e Ty(r)dr = get*Ty(T) dr = e' x y(t) slik at ligningen kan skrives

y(t) = te' — 2! * y(t).
Laplacetransformerer ved & bruke L{tf(t)} = —F’(s) og konvolusjonsregelen:

1 1 1 2
Y:—dic(et)—%(et)-yz—i -2 Y =
S

_ Y
dss—1 s—1 (s—1)2 s-1

Det gir

2 1 s+1 1
2y SRS A B
<+s—1 (s —1)2 e s—1 (s —1)2

Dermed blir

Y = = og folgelig  y = L1(Y) = sinht.
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