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11.3.17 | Vi skal bruke metoden med separasjon av variable (produktmetoden) til & finne lgs-
ninger av den partielle differensialligningen g, —u = 0.

Vi setter u(z,y) = F(2)G(y) inn i differensialligningen g, = u, far

F'(2)G'(y) = F(2)G(y) og omformer til f;((;)) = g/((:))

Her avhenger venstresiden bare av x og hgyresiden bare av y. Folgelig ma uttrykket veere
konstant, F'(z)/F(z) = G(y)/G'(y) = k. Det gir to ordinere differensialligninger

F'()—kF(z)=0 og kG'(y)—Gy) =0

som begge er linecere. Differensialligningen y’ 4+ ay = 0 har generell lgsning y = Ce™%*.
Folgelig far vi her
F(z) = C1e*® og Gy) = Coev/®.

Lgsningene av uy, —u = 0 av formen u(xz,y) = F(x)G(y) blir dermed
u(x,y) = Crek® - CyoetlF = Cekvtulk
der C' = C1 - Cy og k # 0 er vilkarlige konstanter.

11.5.17 | Oppgava er eit spesialtilfelle av det problemet som blir gjennomgatt i leereboka pa
sidene 606-607, med a = b = 24, f(x) = 20. Vi far derfor lgysing

B N . . nmx L nTY
u(z,y) = nz;l Ay sin 7R sinh ETR
der 21
2 nmx
A= —— 20 sin —— dz.
"~ Ysinhnr /0 Osin =7 de
Vi finn at
24
. nrx 24 nmr]24 24 24
I, = /0 sin — = dox = e [cos ﬂ}o = [1 —cosnn] = — 1-(-1".
Dette gir o, =0, Iopt1 = %, og dermed
A3 =0,
48-2-20 80

Aj = =
L r(2m 1) - 24sinh(2m + V) w(2m + 1) sinh(2m + D)7

Lgysinga blir da

u(z,y) = g0 &2, sin ((2m;r41)7rz) sinh ((2771;41)7“])
u\z,y) = T (27” + 1) SiIlh(Q'm + 1)71_

m=0
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|S|F5016 des 99 /oppgave 3| a) Separasjon av variable:

u(z,t) = F(x) - G(t) : FG'—F'G+FG=0, F'(0)=0, F/(n)=0
G// F//
Yel +1= T (konstant)

(I) F'+AF =0, F'(0)=0, F'(r) =0, (I) G"+(A+1)G=0

(M) A<0, A\=—a?: F(z)=Ae + Be ™ F'(x) = ade®® — aBe "
F(0)=0, Fi(r)=0= A=B =0, F(z) =0
A=0: Fla)=Az+B, Fl(z)=A, F(0)=F(r)=0= A=0, Fy(z) =1
A>0, A=0a?: F(z)= Acosaz + Bsinaz, F'(z) = —aAsinaz + aBcosazx
F'(0)=0=B=0, F(n) =0= a=mn, A=n%, F,(z)=cosnz, n>1

() A=0: G"4+G =0, Go(t) = Cycost+ Dysint
A=n?: G"+02+1)G =0, G,(t) = CpcosV/n2+1t+ D,sinV/n2 + 1t

ug(z,t) = Cycost+ Dysint
up(z,t) = (Cn cos vVn2 + 1t + D, sinv/n? + 1t) cosnz, n>1
dvs. uy(z,t) = (Cpcos Vn2 + 1t + Dysiny/n2 +1t) cosna, n=0,1,2,...

b) Superposisjonprinsippet:

8

u(w, t) = (Cncos v/n?+ 1t + Dysiny/n2+1t) cosna
=0
nDO
w(z,t) = Z (- Co/n2 + 1sin v/n2 + 1t + Dyv/n2 + Lcos V/n2 + 1t) cos na

0

n

1+ 2cosz = u(z,0) :chcosnxéCO: 1, C1=2, C,=0forn>2
n=0

cos 2z = uy(x,0) = ZD”V n? 4+ lcosnx = Dy = 1/\/5 D, =0 forn#2
n=0

1
w(a,t) = cost + 2cos V2t cos + —rsin\@tcos?x
5

7

SIF5016 des 99 /oppgave 3| a)
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SIF5016 des 99 /oppgave 3| a) Vi bruker delvis integrasjon for & beregne by:

1" 1 (/2 1 - - -
:;/0 f(T)dxig‘/U dxiﬁ b1=2/ f(’I‘)SlanT=l/ mcoszsinmdm:%/ x sin 2z dx
™ e T
2 (T 2 (72 2sinnz|™/2  2sin (n71/2) 0 ™ o 0 0
=— f(z)cosnzdr == cosnzdr = = = 1]z 9 1 op du| — 1 ) 1
T Jo 72TU ™ nmw 02 nm —%75005 x0+0§cos:rz7% —5)="1
an = 0 for n partall, a, =— forn=1,5,..., an:n—forn:3777... 0
7T
1 2 cos3z  cos5x 1 o0 cos (2m + 1)z Siden b, = (—1)"n/(n? — 1) for n > 2, har f(x) = (x/2) cos z sinusrekke
f(m)i_—‘r_(wsx_ 5 o ) 5 ET x L nsinn
b) - ‘ §cosx:7791nx+z s O<z<m.
u(z,t) = F(z) - G(t) innsettesi (1):
F'G = FG+ FG' Fiu 14 Q’ k (konstant) b) Vi setter inn u(z,t) = F(x)G(t) i ligningen (1) og separerer variable:
T F G ‘
() F'—kF=0, F'(0)=0, F'(x)=0, () G —(k-1G=0 , ., , FG 2 F'—kF =0
F'G=FG" +2FG, =27 _ [ (konstant),
G G" +2FG, i el (konstant) G 492G — kG =0

(1) k>0, k=p?: F(z)= A" + Be ™™ F'(z) = pAel® — uBe "
F(0)=F(r)=0=A=B=0, F(z) =0
k=0: F(x)=A+ Bz, F'(z)=B
F'(0)=F(r)=0=B=0, F(z)=1, (A=1)

Randbetingelsene (2) medfgrer F'(0) = F(m) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, far vi lgsninger
F(z)#0nark=-n%n=1,2,3,... Dablir F,(z) = sinnz.

Nar k = —n? far vi for G(¢) ligningen

U U 2 _
k<0, k=—p?: F(z)= Acospz+ Bsinpz, F'(z) = —pAsinpz + pB cos pz G"+2G +n°G=0.
F0)=0=B=0, Fi(n)=0, A#0=p=n, F(z)=cosnz, (A=1) Den karakteristiske ligningen A% + 2)\ 4+ n? = 0 har lgsning \; = A\ = —1 nar n = 1 og
F(x) = cosnz, n=0,1,2,3,... A2 = —1+ivn? — 1 nar n > 1. Dermed blir
) k=-n% n=0,1,2...: G+m+1)G=0, G(t)=Ce "+t

Gi(t) = (A; + Bit)e™ forn=1
Lgsningene av (1) pa formen u(z,t) = F(x)G(t) som tilfredsstiller (2): Gn(t) = e (A, coswyt + Bpsinw,t) forn=2,3,...
—(n? -
tn(w,t) = Cpe™ " T cosna, G, vilkarlig konstant, n =0, 1,2, ... der w, = vVnZ — 1 og A, B, er vilkarlige konstanter. For u(z,t) = F(z)G(t) far vi

c) Superposisjonprinsippet: ur(2,t) = Fy(2)Gy(t) = (A; + Bit) e—tsinz

i > un(x,t) = Fp(2)Gp(t) = e H(A, coswpt + By sinwpt) sinnz, n=2,3,...
u(w,t) = Zun(z,t) = ZCne’("?“)f’ cosnz oppfyller (1) og (2) (@) n(@)Gn(?) (4n " " nt)
=0 =0 c) Siden ligningen (1) er linezer og homogen, er summen u(z,t) = Y77 | up(z,t) ogsé en
a) 1/2 forn =0 lgsning, og den oppfyller randbetingelsene (2). Vi setter fplgelig
f(z) =u(z,0) = ZC cosne = Cp=ay, =<2/(nt) forn=1,5,...
n=0 —2/(nm) forn=3,7,...

u(z,t) = (A1 + Bit)e 'sinw + Z e (A, coswpt + By sinwyt) sinna

1 2 1 1 -

u(z,t) = ze t+ = (e H cosa — Zem @ cos 30 + —em D cos By — 4+
2 m 3 5

1 ) (—1)m og bestemmer koeffisientene A,, og By, for n =1,2,3, ... slik at initialbetingelsene (3) blir
= 587"’ + = Z ﬁef[@m“)z“]t cos(2m+1)z, 0<z<m t>0 oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. ¢ gir
e Am +
Omformer: 2cosz - cos 2z = cos (z — 2x) + cos (z + 2x) = cosx + cos 3z ui(w,t) = [Br = (A1 + Bit)]e ™' sinw
cos + 08 3z = u(z, 0) Z C cosnz = C 1 Cy=1. C, = 0 ellers + Z et [(ﬂunAn sinwyt 4+ wy, By, cos wpt) — (Ap, coswpt + By, sin wnt)} sin nax.
= n 1= 3= n =
n=0
u(z,t) = "+ cos 4+ D cos 30 = ¢ cos w + ¢ cos 3x
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