NTNU

Institutt for matematiske fag

TMA4135 matematikk 4D Øving 7

Løsningsforslag øving 7 høst 2004

11.3.17 Vi skal bruke metoden med separasjon av variable (produktmetoden) til å finne løsninger av den partielle differensialligningen u_{xy} − u = 0. Vi setter u(x, y) = F (x)G(y) inn i differensialligningen u_{xy} = u, får

F^′(x)G^′(y) = F (x)G(y) og omformer til

F^′(x) F (x) = G(y) G^′(y) . Her avhenger venstresiden bare av x og høyresiden bare av y. Følgelig må uttrykket være konstant, F^′(x)/F (x) = G(y)/G^′(y) = k. Det gir to ordinære differensialligninger

F^′(x) − kF (x) = 0 og kG^′(y) − G(y) = 0

som begge er lineœre. Differensialligningen y^′ + ay = 0 har generell løsning y = Ce^{−ax}. Følgelig får vi her F (x) = C_1e^{kx} og G(y) = C_2e^{y/k}.

Løsningene av u_{xy} − u = 0 av formen u(x, y) = F (x)G(y) blir dermed

u(x, y) = C_1e^{kx} · C_2e^{y/k} = Ce^{kx+y/k}

der C = C_1 · C_2 og k ≠ 0 er vilkårlige konstanter.

11.5.17 Oppgåva er eit spesialtilfelle av det problemet som blir gjennomgått i læreboka på sidene 606–607, med a = b = 24, f(x) = 20. Vi får derfor løysing

u(x, y) = ∞∑ n=1 A^∗_n sin nπx 24 sinh nπy 24 , der A^∗_n = 2 24 sinh nπ

∫_{24} 0 20 sin nπx 24 dx. Vi finn at

I_n =

∫_{24} 0 sin nπx 24 dx = − 24 πn [ cos nπx 24 ]_{24} 0 = 24 πn [1 − cos nπ] = 24 πn [1 − (−1)^n] .

Dette gir I_{2m} = 0, I_{2m+1} =^{48}_{π(2m+1)} , og dermed

A^∗_{2m} = 0,

A^∗_{2m+1} =

48 · 2 · 20 π(2m + 1) · 24 sinh(2m + 1)π = 80 π(2m + 1) sinh(2m + 1)π

Løysinga blir då

u(x, y) = 80 π ∞∑ m=0 sin (_{(2m+1)πx} 24 ) sinh

(_{(2m+1)πy} 24 ) (2m + 1) sinh(2m + 1)π .

TMA4135 matematikk 4D Øving 7

SIF5016 des 99 /oppgave 3 a) Separasjon av variable:

u(x, t) = F (x) · G(t) : F G^{′′} − F^{′′}G + F G = 0, F^′(0) = 0, F^′(π) = 0

G^{′′} G + 1 =

F^{′′} F = −λ (konstant)

(I) F^{′′} + λF = 0, F^′(0) = 0, F^′(π) = 0, (II) G^{′′} + (λ + 1)G = 0

(I) λ < 0, λ = −α^2 : F (x) = Ae^{αx} + Be^{−αx}, F^′(x) = αAe^{αx} − αBe^{−αx}

F^′(0) = 0, F^′(π) = 0 ⇒ A = B = 0, F (x) = 0

λ = 0 : F (x) = Ax + B, F^′(x) = A, F^′(0) = F^′(π) = 0 ⇒ A = 0, F_0(x) = 1

λ > 0, λ = α^2 : F (x) = A cos αx + B sin αx, F^′(x) = −αA sin αx + αB cos αx

F^′(0) = 0 ⇒ B = 0, F^′(π) = 0 ⇒ α = n, λ = n^2, F_n(x) = cos nx, n ≥ 1

(II) λ = 0 : G^{′′} + G = 0, G_0(t) = C_0 cos t + D_0 sin t

λ = n^2 : G^{′′} + (n^2 + 1)G = 0, G_n(t) = C_n cos √ n^2 + 1 t + D_n sin √ n^2 + 1 t

u_0(x, t) = C_0 cos t + D_0 sin t

u_n(x, t) = ( C_n cos √ n^2 + 1 t + D_n sin √ n^2 + 1 t ) cos nx, n ≥ 1

dvs. u_n(x, t) = ( C_n cos √ n^2 + 1 t + D_n sin √ n^2 + 1 t ) cos nx, n = 0, 1, 2, . . .

b) Superposisjonprinsippet:

u(x, t) = ∞∑ n=0 ( C_n cos √ n^2 + 1 t + D_n sin √ n^2 + 1 t ) cos nx

u_t(x, t) = ∞∑ n=0 ( − C_n √ n^2 + 1 sin √ n^2 + 1 t + D_n √ n^2 + 1 cos √ n^2 + 1 t ) cos nx

1 + 2 cos x = u(x, 0) = ∞∑ n=0 C_n cos nx ⇒ C_0 = 1, C_1 = 2, C_n = 0 for n ≥ 2

cos 2x = u_t(x, 0) = ∞∑ n=0 D_n √ n^2 + 1 cos nx ⇒ D_2 = 1/ √ 5, D_n = 0 for n ≠ 2

u(x, t) = cos t + 2 cos √ 2 t cos x + 1 √ 5 sin √ 5 t cos 2x

SIF5016 des 99 /oppgave 3 a)

�_x 2π π −π −2π

�^{f1(x)}

TMA4135 matematikk 4D Øving 7

a_0 = 1 π ∫_π 0 f(x) dx = 1 π ∫_{π/2} 0 dx = 1 2 a_n = 2 π ∫_π 0 f(x) cos nx dx = 2 π ∫_{π/2} 0 cos nx dx = 2 π sin nx nπ | |^{π/2} 0 = 2 sin (nπ/2) nπ a_n = 0 for n partall, a_n = 2 nπ for n = 1, 5, . . . , a_n = −2 nπ for n = 3, 7, . . .

f(x) = 1 2 + 2 π ( cos x − cos 3x 3 + cos 5x 5 − + · · · ) = 1 2 + 2 π ∞∑ m=0 (−1)^m cos (2m + 1)x 2m + 1 b) u(x, t) = F (x) · G(t) innsettes i (1) :

F^{′′}G = F G + F G^′,

F^{′′} F = 1 +

G^′ G = k (konstant)

(I) F^{′′} − kF = 0, F^′(0) = 0, F^′(π) = 0, (II) G^′ − (k − 1)G = 0

(I) k > 0, k = μ^2 : F (x) = Ae^{μx} + Be^{−μx}, F^′(x) = μAe^{μx} − μBe^{−μx} F^′(0) = F^′(π) = 0 ⇒ A = B = 0, F (x) = 0 k = 0 : F (x) = A + Bx, F^′(x) = B

F^′(0) = F^′(π) = 0 ⇒ B = 0, F (x) = 1, (A = 1) k < 0, k = −p^2 : F (x) = A cos px + B sin px, F^′(x) = −pA sin px + pB cos px F^′(0) = 0 ⇒ B = 0, F^′(π) = 0, A ≠ 0 ⇒ p = n, F (x) = cos nx, (A = 1) F (x) = cos nx, n = 0, 1, 2, 3, . . .

(II) k = −n^2, n = 0, 1, 2, . . . : G^′ + (n^2 + 1)G = 0, G(t) = Ce^{−(n2+1)t}

Løsningene av (1) på formen u(x, t) = F (x)G(t) som tilfredsstiller (2):

u_n(x, t) = C_ne^{−(n2+1)t} cos nx, C_n vilkårlig konstant, n = 0, 1, 2, . . .

c) Superposisjonprinsippet:

u(x, t) = ∞∑ n=0 u_n(x, t) = ∞∑ n=0 C_ne^{−(n2+1)t} cos nx oppfyller (1) og (2)

f(x) = u(x, 0) = ∞∑ n=0 C_n cos nx ⇒ C_n = a_n^{a)}=

1/2 for n = 0 2/(nπ) for n = 1, 5, . . . −2/(nπ) for n = 3, 7, . . .

u(x, t) = 1 2 e^{−t} + 2 π ( e^{−2t} cos x − 1 3 e^{−(32+1)t} cos 3x + 1 5 e^{−(52+1)t} cos 5x − + · · · )

= 1 2 e^{−t} + 2 π ∞∑ m=0 (−1)^m 2m + 1 e^{−[(2m+1)2 +1]t} cos (2m + 1)x, 0 ≤ x ≤ π, t > 0

Omformer: 2 cos x · cos 2x = cos (x − 2x) + cos (x + 2x) = cos x + cos 3x

cos x + cos 3x = u(x, 0) = ∞∑ n=0 C_n cos nx ⇒ C_1 = 1, C_3 = 1, C_n = 0 ellers

u(x, t) = e^{−(12+1)t} cos x + e^{−(32+1)t} cos 3x = e^{−2t} cos x + e^{−10t} cos 3x

TMA4135 matematikk 4D Øving 7

SIF5016 des 99 /oppgave 3 a) Vi bruker delvis integrasjon for å beregne b_1:

b_1 = 2 π ∫_π 0 f(x) sin x dx = 1 π ∫_π 0 x cos x sin x dx = 1 2π ∫_π 0 x sin 2x dx = 1 2π [ − x 2 cos 2x | | | π 0 + ∫_π 0 1 2 cos 2x dx 0

] = 1 2π ( − π 2 ) = − 1 4

Siden b_n = (−1)^nn/(n^2 − 1) for n ≥ 2, har f(x) = (x/2) cos x sinusrekke x 2 cos x = − 1 4 sin x + ∞∑ n=2 (−1)^n n sin nx n^2 − 1

, 0 < x < π.

b) Vi setter inn u(x, t) = F (x)G(t) i ligningen (1) og separerer variable:

F^{′′}G = F G^{′′} + 2F G^′ ,

F^{′′} F = G^{′′} + 2G^′ G = k (konstant),

F^{′′} − kF = 0 G^{′′} + 2G^′ − kG = 0

Randbetingelsene (2) medfører F (0) = F (π) = 0 og, som i Kreyszig 11.3, får vi løsninger F (x) ≢ 0 når k = −n^2, n = 1, 2, 3, . . . Da blir F_n(x) = sin nx. Når k = −n^2 får vi for G(t) ligningen

G^{′′} + 2G^′ + n^2G = 0.

Den karakteristiske ligningen λ^2 + 2λ + n^2 = 0 har løsning λ_1 = λ_2 = −1 når n = 1 og λ_{1,2} = −1 ± i √ n^2 − 1 når n > 1. Dermed blir

G_1(t) = (A_1 + B_1t)e^{−t} for n = 1 G_n(t) = e^{−t}(A_n cos ω_nt + B_n sin ω_nt) for n = 2, 3, . . .

der ω_n = √ n^2 − 1 og A_n, B_n er vilkårlige konstanter. For u(x, t) = F (x)G(t) får vi

u_1(x, t) = F_1(x)G_1(t) = (A_1 + B_1t) e^{−t} sin x u_n(x, t) = F_n(x)G_n(t) = e^{−t} ( A_n cos ω_nt + B_n sin ω_nt ) sin nx, n = 2, 3, . . .

c) Siden ligningen (1) er lineær og homogen, er summen u(x, t) =

∑_∞

n=1 u_n(x, t) også en løsning, og den oppfyller randbetingelsene (2). Vi setter følgelig

u(x, t) = (A_1 + B_1t)e^{−t} sin x + ∞∑ n=2 e^{−t} ( A_n cos ω_nt + B_n sin ω_nt ) sin nx

og bestemmer koeffisientene A_n og B_n for n = 1, 2, 3, . . . slik at initialbetingelsene (3) blir oppfylt. Leddvis derivasjon mhp. t gir

u_t(x, t) = [ B_1 − (A_1 + B_1t) ] e^{−t} sin x + ∞∑ n=2 e^{−t} [ (−ω_nA_n sin ω_nt + ω_nB_n cos ω_nt) − (A_n cos ω_nt + B_n sin ω_nt) ] sin nx.

TMA4135 matematikk 4D Øving 7

Til bestemmelse av A_n og B_n får vi dermed, når vi bruker sinusrekka i a) for (x/2) cos x : − 1 4 sin x + ∞∑ n=2 (−1)^n n sin nx n^2 − 1 (3) = u(x, 0) = A_1 sin x + ∞∑ n=2 A_n sin nx (i)

0^{(3)}= u_t(x, 0) = (B_1 − A_1) sin x + ∞∑ n=2 (ω_nB_n − A_n) sin nx

(ii)

Av (i) får vi A_1 = −1/4 og A_n = (−1)^nn/(n^2 − 1) for n ≥ 2. Av (ii) får vi B_1 − A_1 = 0 og ω_nB_n −A_n = 0 for n ≥ 2. Det gir B_1 = A_1 og B_n = A_n/ω_n for n ≥ 2. Siden ω_n = √ n^2 − 1 , blir svaret

u(x, t) = − 1 4 (1 + t)e^{−t} sin x + ∞∑ n=2 (−1)^n n sin nx n^2 − 1 e^{−t} ( cos √ n^2 − 1 t + sin √ n^2 − 1 t √ n^2 − 1 ) .