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11.6.3| Vi skal finne en lgsning pa integralform av varmeligningen u; = c?u,, med intialbetin-
gelse u(z,0) = f(z) der f(z) =1 for |z| < 1 og f(x) =0 ellers.

Kreyszig 11.6, formel (6):

u(x,t) = /OOO[A(p) cos px + B(p) sinpx]e_c2p2t dp.
Initialbetingelsen gir

f(x) =u(x,0) = /OOO[A(p) cos px + B(p) sin px| dp.

Ved hjelp av formlene for Fourierintegralet i Kreyszig 10.8 far vi

L[ 1 /! 9 rl 9 i
A(p) = / f(z)cosprdr = / cospr dz = / cos pa dz = 2sinp
T ) o =/,

™ J-1 ™ p

1 [ 1!
B(p):/ f(x)sinpxda::/ sin pr dz = 0.
™ —0o0

TJ-1

Svaret blir altsa

2 [ sin
u(z,t) = / —pefczp%cospx dp.
™ Jo p

SIF5013 sommer 03 oppgave 5| a) For koeffisientene i cosinusrekka far vi

1 [T 1 (2 1
aoz/ f(x)da::/ de = —
T 0 T 1 T

2 sinnx 2_ 2sin2n —sinn

2 (7 2 [2
an = — f(z)cosnzdr = — cosnrdr = = —
™ Jo ™ J1 ™

n 1 s n

Folgelig har f(x) cosinusrekke

l n gi sin2n —sinn COSTIL.

(I ot n
La S(z) betegne summen av rekka for vilkarlig z. For x = 1 og x = —7 /2 far vi
_fA+0)+ f(1-0) 1 T\ jevn o (T . (TN _

() = 2 2 0% S<_2> - S(2>_f<2)_1'

b) Dersom u(z,t) = F(x)G(t) oppfyller (i) og (ii), méa vi ha
F' —kF=0, F(0)=0, F'(r)=0 og G —kG=0

for en konstant k. Fra Kreyszig 11.5 (adiabatiske randbetingelser) vet vi at ikke-trivielle
lgsninger for F(z) blir F,(z) = cosnx for k = —n? der n = 0, 1, 2, ... . For G(t) far
vi G’ 4+ n2G = 0 som gir Gp(t) = Ape ™" der A, er en vilkarlig konstant. For u(z,t) =
F(z)G(t) far vi dermed

up(z,t) = Fp(z)Gp(t) = Ape ™ cosnaz, n=20,1,2,3....
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Siden (i) er lineaer og homogen, er summen u(z,t) = > o7 un(z,t) ogsd en lgsning, og den
oppfyller (ii). Vi setter folgelig u(z,t) = > 7, Ape "t cosnz, og bestemmer koeffisientene
A,, slik at betingelsen (iii) blir oppfylt:

Vi skal ha f(z) = u(z,0) = Y77 ) Apcosnz for 0 < z < 7. Fra punkt a) far vi A9 =1/x
og A, = (2/7)(sin2n —sinn)/n forn =1, 2, ... og folgelig

o0 . .
1 2 sin2n —sinn__ 2,
u(z,t) =—+ — g — e CosnT.
T
n=1

[D-22] Vi set Fu(x,y)} = a(w,y) = (1/v/27) [, ulz,y)e " dz.

Sidan u(z,y) — 0 og ugz(x,y) — 0 nar x — +oo har vi

0u 9

(Sja formel (10) i Kreyszig 10.10.) Derivasjon under integralteiknet gjev

ou 1 * Ju Ciwz g 2 L o0 s - @

Ved & Fouriertransformere differensiallikninga u,, = u, + u far vi derfor

. ou ou N
—w?l = a—Z +u altsa ((75 + (1 +whu = 0.

Dette er ei ordineer differensiallikning (derivasjon berre med omsyn pa y) med lgysing
i(w, y) = Clw)e 1+

der C(w) er ein vilkarleg funksjon av w. Spesielt blir u(w,0) = C(w). Av u(z,0) = f(z)
far vi ogsa

i(w, 0) = \/12? / Z w(z, 0)e " dy — \/12? / Z F@)e ™ dz = Flw).

~

Altsa er C(w) = f(w) og dermed

Vi kan skrive dette som

~ 1 2

* w(w,y) = e YV2r f(w) g(w der g(w) = e Y,

(%) (w,y) V2r f(w) g(w) g(w) NGE

Av formelen F(e~%") = (1/v/2a)e~""*/4a (sja Kreyszig 10.11 tabell I1I) far vi med a = 1/4y
at F(e /%) = \/2y e ¥*" . For funksjonen

1 1 1 1
9(z) = — —— e — o~/ pharvida g(w) = e v,

vor 2y 2ymy var

Av (*) far vi ved konvolusjonsteoremet at

xy—ey/ f(x—p) dp— / f(z 6p2/4ydp.
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(Hugs at y er ein konstant under transformasjonen.) Ved substitusjonen p = 2t,/y (og
dermed dp = 2,/y dt) gar dette over til

2\/ye ¥ [ 2, eV e 2
W/Oof(x—2t\/gj)etdt—ﬁ/oof(x—%\/gj)etdt.

Dette viser at vi kan skrive u(x,y) = (e7¥//m) [T f(x — 2t\/y)h(t) dt med h(t) = et

a. Vi skal finne lgsninger av

u(xvy) =

pa formen u(z,t) = F(z)G(t) som tilfredstiller randkravene
u(0,t) = u(m,t) =0 for t > 0.
Settes u(x,t) = F(x)G(t) inn i (1), far vi ligningen

F'G+tFG =0
Divisjon med F'G pa begge sider og sortering av ledd gir
F" G
— =—t==2A
F G

der A m& veere en konstant, siden uttrykket til venstre kun er avhengig av = og
uttrykket til hgyre kun er avhengig av ¢. Problemet reduseres til to ordineere differen-

sialligninger
(2) F'—)\F =0
(3) tG+ MG =0

Ligning (2) har disse lgsningene:

A>0: F(z) = Ae®™ + Be™™®

A=0: F(z)=A+ Bzx

A<0: F(x) = Acos(z) + Bsin(z)

Randkravene F(0)G(t) = F(n)G(t) =0, t > 0, gir to muligheter. Enten ma G(t) =0
for alle ¢, men den lgsningen er uinteressant, eller sa ma F'(0) = F(7) = 0. For A > 0
gir dette A = B =0. For A <0, far vi F(0) = A =0 og F(m) = Bsin(m) = 0. Nar
A=-n% n=1,23,..., kan B velges fritt.

Med denne begrensningen pa A blir G(t) = ¢’ lgsningen av (3). Da er

un(x,t) = By sin(n:v)t”2 n=123,...

de sgkte lgsningene av (1).
b. Vi skal finne en lgsning av (1) som oppfyller betingelsen

o0

u(z,1) = Z s1n(ms)? 0<z<m.

n3

n=1

Siden (1) er homogen og lineser i u, er summen u(z,t) = > > ; B,t™ sin(nz) ogsa en
lgsning av differensialligningen hvis den eksisterer og er to ganger deriverbar. Vi ser

at u(z,1) =Y 77, Bysin(nz) = 7, Sm,géf“”), nér B, = . Daer

2. sin(nx) 2
u(x,t)zz 3 t
n=1

en lgsning av differensialligningen.
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Funksjonen f er gitt ved
fla,y,2) =2" = (@ +y)z+ e +3° + 1.
Skal beregne den retningsderiverte til f i punktet (0, —1,1) i retningen ¢ = 20— 27+ k. Her

er

Vilx,y,z) = (—2xz+ ")+ (—2 + 3y2)f—|— (3z2 — 2% - y)E,

og en enhetsvektor i den angitte retningen er

i —
Den retningsderiverte man skal beregne er
Daf(0,~1,1) = Vf(0,~1,1) - @ = 7+ 27+ 4k) - (37— 27+ Lk) = =.
En normal til tangentplanet til flaten gitt ved f(z,y,2) = 3ipunktet (0,—1,1) er Vf(0,—1,1) =
1’4 274 4k. Det sgkte planet er derfor gitt ved
1-(z—0)+2-(y—(-1)+4-(z—1)=0,

eller,
T+ 2y +4z =2
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