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Institutt for matematiske fag

Lasningsforslag ekstragving hgst 200

5.1.16| Vi skal finne Laplacetransformasjonen til funksjonen gitt ved

b
“t, 0<t<a
= a -

Fra definisjonen og ved delvis integrasjon blir

F(s>:.c{f(t)}:/oooeStf(wdt:/oaestgtdt

b 1 @1

:—<[——t6_5t} +—/ e‘stdt>
a s o $Jo

_b

(5o i )
a S S S 0

as

5.1.29] Vi skal finne Laplacetransformasjonen til funksjonen gitt ved
ft) =273 = g(t)e™, der g(t) =t a = —3.
Ved fgrste skifteteorem blir
2 2
(s—a)d (s+3)3’
ettersom L(t?) = 2/s% (jf. tabell 5.1).
5.1.39| Vi omskriver telleren slik at hele brgken blir en funksjon av (s + %)

s (s+3) -3

(s+3)°+1  (s+3)°+1
Da kan vi bruke tabell 5.1, Kreyszig s. 254, til & finne den inverse Laplacetransformerte.
Ved hjelp av formlene 11 og 12 (med a = —1/2 og w = 1) far vi

1y _ 1 1
£t {%} =L {( 81322 —%( 11)2 }:e_t/Qcost— %e_t/Qsint.
s+ 35 +1 s+ 35 +1 s+ 35 +1

Alternativt kan vi bruke transformasjonsregelen £~ {F(s — a)} = e¥ f(t) (forste forskyv-
ningsregel /skiftteorem, Kreyszig 5.1 teorem 2) med a = —1/2 for & finne den inverse
Laplacetransformerte. Her er

o (5+3)-3 - s—3
F(S+ 2) = (s+%)2+1 og folgelig F(s) = T

s 1 1
s24+1 25241

_ 1
} —cost—§s1nt

)= £ F () = £

siden £7! {s/(s* + 1)} = cost og L7 {1/(s* + 1)} = sint. Dermed er

tJ{?If%II}:ﬁ”{Fw+%nze%ﬂﬂw:e%ﬂ®mt—%mw%
§T3
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f(t) = e 2tu(t —3)

Vi gir tre forskjellige mater & finne F'(s):

1 - DIREKTE UTREGNING

o0

00 6—t(s+2) e—3(s+2)
F(s) = / e Zetdt = | ——— = , der s > —2.
3 S —(s+2) s+2
e—t(s+2) t=3
2 - FORSTE SKIFTTEOREM
6733
L{u(t —3)} =
s
Innsatt i forste skiftteorem (Kreyszig 8 s.253) gir:
—3(s+2)
L{ePu(t —3)} = ©
(el -3)) =
3 - ANDRE SKIFTTEOREM
Skriver om f(t) slik at vi far t — 3 overalt:
F(t) = e Be 23yt — 3)
673(s+2)
F(s)=e 5L{e 23yt — 3)} = e B3 £{e X} =
——— s+ 2

1
542

= 0 elles

{l—et for 0 <t <2
Me utnyttar sprangfunksjonen u(t) og skriv f(t) = (1—e~*)(u(t) —u(t—2)). Vidare veit me

at u(t—2)e~t = e 2u(t—2)e~ (=2 slik at me kan finna den Laplacetransformerte ved & nyt-
ta transformasjonsregelen L{ f(t—a)u(t—a)} = F(s)e™*® (2. skiftteorem /forskyvningsregel,
Kreyszig s. 267 teorem 1).

Ft) = (1 —e")(u(t) —u(t —2))
= u(t) —u(t)e™ —u(t —2) + e 2u(t — 2)e” 72,

Dette gjev oss nar me bruker formel 6 i tabell 5.1 s. 254 i Kreyszig
L0} = L{u(t)} = L{u(t)e™"} = L{u(t = 2)} + e L{ult - 2)e” 2}

s s+1 S s+1
1 1

— 1 _ —2s - —2(S+1) _ 1 )
s( e+ s—i—l(e )

Oppgava kan ogsa lgysast ut fra definisjonen av den Laplacetransformerte.
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5.3.16| Vi skal finne invers Laplacetransformasjon til funksjonen

1 1 2
F _ ,—3s _ —,—3s .
G =G T3¢ Goip

Bruker andre skiftteorem med a = 3 og at E_l{ﬁ} = elt? og far at

£(t) = £7HF)}(0) = g6t~ 8)2ult ).

5.3.24
4et for 0 <t <2
//—5/+6 :T,t: 0:1’ /0 :—2
y' =5y + 6y =r(t) {0 for t > 2. y(0) y'(0)
Her er
r(t) = 4e'[1 —u(t — 2)] = 4e’ — de'u(t — 2) = de’ — de?e'2u(t — 2)
og folgelig
R(s) = L{r(t)} = — AR kit 2, siden £(e!) = —
s)=Lir)} = — o Vvedskiftteorem 2, siden £(e") = —.

Vi kunne ogsé brukt skiftteorem 1: Siden L{u(t — 2)} = e /s blir L{c'u(t — 2)}
e~26=1) /(s — 1). Eller, som en tredje mulighet, integrert for & finne R(s):

ee 2 2 4 4 2,—2s
Risy= [ etriar= [etactar= [ ae et e
0 0 0 S

-1 s—1 "~
Den Laplacetransformerte ligningen blir fglgelig

4 42723
(Y —s+2) = 5(sY —1) + 6V = =L

s—1 s—1 "
Vi flytter over —s + 7, deler med s? — 5s + 6 = (s — 2)(s — 3) og delbrgkoppspalter

v s—17 n 4 4e2e2s

C(s-2)(s=3) (s—1)(s—2)(s—=3) (s—1)(s—2)(s—3)

_(5 4)+<2 4+2> 2(2 4+2)725
S \s—2 s-—3 s—1 s—2 s—3 € s—1 s—2 s—3 €
B 2 1 2 9 2 4 2 _9
_<s—1+3—2 s—3> e(3—1 s—2+3—3>€ '

Tilslutt bruker vi £L711/(s —a)} = e og skiftteorem 2 for & finne y = L~1(Y):
y = 2e' 4 % — 23 — &2 [26t72 — 4272 4 263(t72)]u(t —2)

) 2et + et — 2¢% for0 <t <2
(1 +4e2)e?t —2(1 4+ e H)edt for t > 2.
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5.4.06 | Vi skal finne £(t? sin 2t) ved hjelp av formelen (1) L{tf(t)} = —F’(s), Kreyszig s. 275.
Siden L(sin2t) = 2/(s? + 4) far vi, ved & bruke formel (1) 2 ganger,

d 2 4s
nopy — & _
Lltsin2t) dss?+4  (s2+4)2
d 4s
2 . _ . _
,C(t stt) = ,C{t(tSlet)} = —gm
(244?425 +4)2s - 45 4(35° —4)
- (52+4)4 - (52+4)3 :

5.4.11| Me skal finna den inverse transformen til

s2 — 72

F(s) = m

Fra formel 7 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig veit me at

S
G(s) = L{cos7t} = o
Vidare har me ) )
ey - ST
(5) (s% 4 m2)2

Derivasjon av Laplacetransformen til ein funksjon svarar til & multiplisera funksjonen med
—t. Altsa L{tf(t)} = —F'(s). Dette gjev oss svaret

f(t) = tcosmt.

5.5.09 | Vi skal regne ut konvolusjonsproduktet u(t — 3) x e =2t = fg u(r — 3)e 2=7) dr,

Nér0<t<3férviu(t—3)*e_2t:ng-e_Q(t_T)dTzosidenu(T—?)):Ofor0<7'<t
nar t < 3.

Nar t > 3 far vi

t 3 ¢
u(t — 3) * e 2 = / u(r —3) - e 27 qr — / 0-e20=7) gr 4+ / 1. e 20t=7) gr
0 0 3

Svaret kan da skrives u(t — 3) x e~ % = 1[1 — e*Q(t*i)’)]u(t —-3).

5.5.29 | Laplacetransformasjonen skal brukes til & lgse integralligningen

y(t)=1-— /0 (t —1)y(r)dr.

Vi ser at ligningen kan skrives y(t) = 1—txy(t). Visetter Y = L(y) og Laplacetransformerer
ligningen ved & bruke £(t") = n!/s"*! (med n = 0 og 1) og konvolusjonsregelen. Det gir
1 1
Y(s)=-—=5Y(s).

s s2

Sa lgser vi ut Y (s):

S
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og inverstransformerer tilslutt (ved hjelp av tabell):

y(t) = L7HY) = £ {821 1} = cost.

5.6.06 | Me sgkjer f(t) = L7H{F(s)} for F(s) = (53 — 3s% + 6° — 4)/[s®> — 25 + 2]. Polynomet

s? — 25 + 2 er irredusibelt, og me delbrgkoppspaltar derfor slik:

F(s) s3—3s2+6s—4 As+ B Cs+ D
s) = = :
(s2 —2s +2)2 (s2—2s5+2)2  s2—-25+42

For & bestemma A, B,C og D multipliserer me med fellesnemnaren (s? — 2s + 2)? og
samanliknar koeffisientane til s pa begge sider av likskapsteiknet.

§° =35>+ 65 —4=As+ B+ (Cs + D)(s* — 25 + 2)
=Cs3+ (D —20)s*> + (A+2C —2D)s + B+ 2D

(a) [s}]: 1=C C=1
(b) [s}]: -3=D-2C ' D=2C-3=-1 fra (a)
SOom €
(€ [s']: 6=A+20-2D B A—6+42D-20=2 fra (b)
(d) [s%]: —4=DB+2D B=-4-2D= -2 fra (c)
Dermed blir
B 25 —2 (s—1)
F(s) = (s2—25+2)2 $2—25+2

_ 9 s—1 s—1
B (CES T AN e

Fra formel 11 og 12 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig har me
s—a

(s —a)®>+w?
w

(s —a)? + w?

L{e" coswt} =

L{e sinwt} =

Ved & utnytta dette og formelen for produkt av sinus og cosinus i Rottmann far me

o)~ {2t e

= el cost xelsint

t
eTcosT - e Tsin (t — 7)dT

I
S—

~+

e

t
=— / (sin (t — 27) +sint)dr
0

2{{

= —tel sint.

t
cos (t — 27')} +tsint}
0

~+

DO | = [\3|®
N~
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I den fgrste overgangen er det brukt konvolusjonsregelen. Me star til slutt igjen med

f(t) = e'(tsint + cost).

5.7.05| Me skal lgysa initialverdiproblemet

y1 +ya =2cost, yi1(0)=0
yi+yp =0, 12(0) =1
Me set L{y1} = Y1 og L{y2} = Ya. Ved & nytta derivasjonsformelen £{y'} = sY — y(0) og
formel 7 1 tabell 5.1 side 254 i Kreyszig far me
2s
s2+1
Yi +sYo —1=0.

sY1+ Yo =

)

Eliminasjon av Y7 (Y7 = 1 — sY5 fra andre likning innsett i fgrste likning) gjev

—2s n S
(s241)(s2—-1) s2-—1

Y, =

Delbrgkoppspaltar s& pa fglgjande méate
—2s _As+B Cs+D

(s24+1)(s2—1) 52+1+52—1'

For & bestemma A, B,C og D multipliserer me med fellesnemnaren (s> + 1)(s%> — 1) og
samanliknar koeffisientane til s pa begge sider av likskapsteiknet.

25 = (As+ B)(s* — 1) + (Cs + D)(s* + 1)
= A(s® —s) + B(s* = 1) + C(s® + 5) + D(s* + 1)

(a) [s?] 0=A+C —A=C=-1 fra(c¢)
() [s}]: 0=B+D ‘ , -B=D=0 fra(d)
(© [s': —2=-A+c U8 990 fa (a)
(d) [s] 0=-B+D 0 =2D fra (b)
Dermed blir
Y2 _ S S T S S

$2+1 s2—1 s2—-1 241
som ved formel 7 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig gjev
ya(t) = cost.

Innsetjing av uttrykket for Y5 i formelen sY; + Y, = Seffrl gjev

s 2s
Y -
81+32+1 s2+1
1

s24+1°

Y1 =
Me star dermed igjen med (formel 8 i tabell 5.1 side 254 i Kreyszig)

y1(t) = sint.
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10.4.11| Vi har at f er en 27-periodisk funksjon gitt ved

f(:c):{k s <r <G

s 3
0 vy < T < o

Ettersom f er en like funkjson, har den en Fouriercosinusrekke med koeffisienter gitt av
Eulerformlene

an = —/ f(z) cos(nz) dz

k1l . 2
= [5 bln(nl‘):| .
2
2k . nmw
—ESIH(T)
_ 2k (= D™t n=2m-1 meN
"m0 ,n=2m meN

Dermed har vi:

= -4 — 2n —1
fl@)=5+— 5, 1 cos(2n—1)
Se ogsa figur 1.
10.4.17| Vi skal vise at
1 1 n 1 1 n 1 T
35 7 9 7 4
Summen kan skrives som > 2, %, og fra oppgave 10.4.11 har vi da at:
_ k2% >~ (—1)nH
E=f(0 -4+ —
2 T 2n -1 \,—/
n=1 =1

Dermed har vi at

Slik at vi oppnér resultatet
n+1

oo
z:: 2n—1 3

hvilket skulle bevises. Dette er for gvrig et meget bergmt resultat!
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0.4+

0.2

Figur 1: En vakker, liten graf

L=n, =1, wuz,0)=0
u(z,0) = f(x) = 10~ %sin(3x)
Vha. formel (12) s. 591 i Kreyszig far vi:

u(z,t) = 1072 cos(3t) sin(3z)

11.3.17 | Vi skal bruke metoden med separasjon av variable (produktmetoden) til & finne lgs-
ninger av den partielle differensialligningen ., —u = 0.

Vi setter u(z,y) = F(x)G(y) inn i differensialligningen u,, = u, far

F(r)  Gy)

F'(2)G'(y) = F(z)G(y) og omformer til Fo) = )

Her avhenger venstresiden bare av x og hgyresiden bare av y. Fglgelig mé uttrykket veere
konstant, F'(x)/F(x) = G(y)/G'(y) = k. Det gir to ordineere differensialligninger

F'(x) —kF(z) =0 og kG'(y) — G(y) =0

som begge er linecere. Differensialligningen 4y’ + ay = 0 har generell lgsning y = Ce .

Folgelig far vi her
F(z) = C1eM og G(y) = Cye/®.

Lgsningene av uzy —u = 0 av formen u(z,y) = F(2)G(y) blir dermed

der C' = C1 - Cy og k # 0 er vilkarlige konstanter.
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11.5.03 | Vi skal finne temperaturen u(z,t) i en splvstav (lengde L = 10 cm og termodiffusjons-
koeffisient ¢> = K/(op) = 1,04/(0,056 - 10,6)cm? /s= 1.752 cm?/s) som er varmeisolert
unntatt i endeflatene som holdes pa 0 °C og med initial temperatur gitt ved funksjonen

sinwz, der w = 0,17 cm ™.

Vi sgker altsa lgsningen av den 1-dimensjonale varmeligningen

2
1) e
med randbetingelser
(2) u(0,t) = u(10cm,t) =0 for t > 0,
og intialbetingelse
(3) u(z,0) = sinwzx 0 <z < 10cm.

Fra Kreyszig 11.5 (formel (10)) vet vi at

oo
u(z,t) = Z By, sinnwz e~ ()t

n=1
er en (formell) lgsning av (1) som oppfyller (2).
Vi bestemmer B, for n =1, 2, 3, ...slik at (3) ogsé blir oppfylt:

oo
sinwz = u(z,0) = E B, sin nwx
n=1
gir oss at

Bi=1og B,=0 forn>2.

Lgsningen blir altséa

u(z,t) = sinwz e (ew)’t

Her er altsa w =~ 0,314cm ™!, (cw)? ~ 0,1729 s~! og u(z,t) er temperaturen malt i °C.

SIF5013 mai 99 /oppgave 1| a)

Likeutvidelsen

—5L —3L —L L 3L 5L
Oddeutvidelsen

-5 -3 —L L 3L 5L

Vi setter
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frekvensen w = 7. Koeffisientene er da gitt ved formlene:

L L
ap = %/0 f(z)dz, ap = %/0 f(z) cos(nwz)dx.

Det forste integralet er arealet av en trekant, og det andre integralet kan vi regne ut ved
delvis integrasjon. Dette gir:

L 2 1
ao = 5, anzzm(l—(—l)”).
Altsa er
L 4L cos(nwx)
f(x):§+ﬁ27n2 ; w=1I.
n odde
b)  Sett
1 1 1 1 1
R=1l-S5-—S+=+=——5—
32 52 + 72 + 92 112
Vi har at
0 for n =8k,
T %\/5 for r n=8k+1 eller n=8k—1,
cos(n—) = )
4 —5\/5 for n=8k+3 eller n=8k—3,
—1 for n=8k+4.
Altsa er
1 cos(nf)
gVIR= ) —
n odde
Dermed ser vi at
L 3L L 4L1
—)=—=—-4+—==V2R
f(4) 4 2 + 2 2f ’
og folgelig
R T
8v/2
c) Vi far ligningen
T/ X//
—_— = — = k
T X
Setter vi inn randbetingelsene ser vi at X, (z) = cos(nwzx) for w = §, n = 0,1,---,
og folgelig er k = —n2w?. Dermed ma T),(t) oppfylle ligningen 7!, = —n?w?T,, som gir

_m2,,2
T, = Ape ™,

d) Den generelle lgsningen er:
> 2,,2
u(x,t) = Ao + Z Ape " cos(nwz).
n=1

Ved & sette t = 0 kan vi bestemme A,,-ene slik at vi ogsa far oppfylt initialkravene. Vi far:
1) wu(x,t) =4+ 29" cos(3wx).
8 ]. 2,2
i t)=1+ — niwtt .
1) u(zx,t) + Z e cos(nwx)

n2
nodde
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SIF5013 mai 01 /oppgave 3| a)

/oA |
-2mn T \4—1 T \/211

T ) w/2 1 /2 1
bgz—/ f(q:)sin21:d1::—/ sin2xsin2xdm=—/ (1—cos4:c)d$:§
0 0 0

7T ™ 7T

For n # 2 er

4 (—1)™

_ £ -9 =__= f =2 1
b, =0 forn m og by T @m = 1)(2m 1 3) or n m+

siden sin(2m - 7/2) = 0 og sin[(2m + 1)7/2] = sin(mn + 7/2) = cosmm = (—1)™.

Fourierrekka til f(z) er en sinusrekke, og f(x) er kontinuerlig for alle x. Altsa har vi

1. 4 sin(nm/2) .
= — 2 _— —_—S
f(z) 5 52z — — nEZI =2 (n19) sinnx
n#2

1 4 & (—1)™
= — 1 2 —_
g ST w%(zm—l)(szrs)

sin(2m + 1)z for alle .

b) For x =n/2er f(z) =0 og sin(2m + 1)x = (—1)™. Det gir

_omy 1 4 S (=)™ (=™ 4 & 1
O_f<§)_§SIM_EZO(2m—1)(2m+3) _Ez::o (2m —1)(2m + 3)

= 1 S SN S SIS SR
(2m —-1)2m+3) (-1)-3 1-5 3-7 5-9 o

m=0

For & finne summen av den andre rekka, kan vi bruke Parsevals identitet:

1 16 & (—1) T2, 1
4= 9 ———
1 Qmo[(zm—l)(2m+3} / f@ / sin” 2z dr = 5
- 1 B <1 1> 16
(2m —1)2(2m +3)2  \2 4// 72 64

m=0
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