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Oppgave 1 Ved bruk av Laplacetransformasjonen svarer differensialligningen med initial-

betingelsene til den linesere ligningen

s°Y +4sY +4Y = F(s)
som gir
F(s)
(s+2)%

Y(s) =

Ved hjelp av enhets trappefunksjonen kan vi skrive

f(t) =5sint — 5sin(t — 2m)u(t — 27)
og dermed blir

5) ) 5
F = — —2ms _ 1— —27s )
(s) 241 241 32+1( e)
Setter vi Y(s) = G(s)(1 — e?™), ser vi at
D 1 3—4s 1 4 1
G(s) = = = :
) = D622 56211 5652 T Grae

Inverse Laplacetransformasjon gir

3 4 4
g(t) = —sint — — cost + 2oy g2

og 5 5 5
y(t) = g(t) — g(t — 2m)u(t — 2m),
slik at
y(2m) = g(27) — ¢(0) = (27r + %) e — %

Oppgave 2 Setter vi u = FG inn i ligning (1) far vi $*G'F = F"G og siden vi ikke er

t*G'F  F'G
FG  FG

interessert i den trivielle Igsningen far vi som gir oss at

G

t3 G/ F//

= konstant.
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For & fa oppfylt randkravene (2) ma vi ha at konstanten kun kan ta verdiene —n? for n =
1,2, ..., og dermed far vi ligningene

FI/

72—712 forn=1,2,....

For verdien —n? blir lgsningen F},(z) = sin nx opp til multiplikasjon med en vilkérlig konstant
som Vi tar inn i lgsningen av den andre ligningen, nemlig

el _ dG o dt

e —n“  som kan skrives pa formen — = —n"—

G 3
Integrasjon gir oss lgsningene

2

n_

Gn(t) = B, e22

for en vilkarlig konstant B,.

Superposisjonsprinsippet forteller oss at den generelle lgsningen av (1) som tilfredstiller rand-
kravene (2), kan skrives som Fourierrekke

oo n2
u(z,t) = Z By, €22 sinnx.
n=1
Setter vi s& inn initialkravet u(x, 1) = 4 sin z+sin 4z gir dette at alle B,,-ene forsvinner bortsett
fra at Bye? = 4 og Bye® = 1. Lgsningen blir

u(z,t) = 42 @EF D sing + 3 sin 4z,

Oppgave 3

a) Vi setter U(w,t) = F(u)(w,t) = % [ e, t)da.

Fouriertransformerer vi ligningen blir den transformerte
U =—wU—-U=—(w+1)U.
Dette er en forste ordens ordinger differensialligning, og den generelle lgsningen er
Uw,t) = A(w)e @+,

Ved & sette inn for ¢ = 0 ser vi at A(w) = U(w,0).

b) Initialbetingelsen gir U(w,0) = F(e~2"")(w) = e~2*. Fra punkt a) far vi derfor at
Ulw,t) = e~ em (WDl  o—to—(thg)w?

Den inverse Fouriertransformen gir oss

2
el

V2t +1°

u(z,t) =
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Oppgave 4 Vi regner fgrst ut gradienten.

gradf =
Ruz(e” + e¥ — ) + 2xyze®|i + [2xz(e” + eV — €7) + 2zyze?]j + [2zy(e” + eV — €7) — 2xyze]k.
Evaluering i punktet P : (1,—1,—1) gir oss

gradf|p = 4ei + (—2e + 2e 1)j + (—2e — 2e Dk,

Enhetsvektoren vinkelrett bade pa a =i+ k og b = j — k og som har negativ k-komponent er
1 /e .
e=—=({1-j—k).

V3
Vi finner at den retningsderiverte er

8e
Deflp = —.

B

Oppgave 5 Simpsons metode med h = 0.25 gir

0.25
S = T(e2 +4e*® 23 + 43P 4 e*) = 23.612505

(Ivre grense for feilen er gitt ved

(b—a)®

I—S| <M
| = 1718004

medb=2 a=1,n=4og

My = max |f¥W(z)] = max [2%e*| = 16¢*
1<z<2 1<2<2

far vi A
16e

-5 <——=0.01 .

| S|_180-44 0.01895

Simpsons metode med h = 0.5 oppgis til a gi tilneermelsen S = 23.721559. En tilneermelse til
feilen i S er gitt ved
1

I—-S
15

(S —8)=—-727-1073.

(Til sammenligning, selv om dette ikke er en del av oppgaven, er feilen [ — S = —7.95-1073.)
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Oppgave 6 Vi bruker fglgende approksimasjoner til de deriverte i henholdsvis t— og z—
retningen:

U(Ii, tj + k?) — ’LL([L'Z', tj)

ut(a:i, tj) ~

U(.fz + h, tj) — 2U(IZ, tj> + U(l‘z — h, tj)
h2

(2, t;) &~

Sett dette inn i differenesialligningen, og la
Ug, t; ~ uij 1 hvert gitterpunkt, og vi fa dif-
feranseligninen

X

Uit = Uiy _ Uivtg — 2Wig +Uiog ’ uscos(nx/2) |
- (2
k h?

Lgs dette med hensyn pa u; j;1, sett inn rand- og startbetingelser, og vi far folgende eksplisitte
metode:

Lawg=1—mx;,i=0,1,--- ,N,med N = 1/h.

for7=0,1,2,3
Ui j+1 = Ujj + ﬁwiﬂ’j = 25+ ui1y) + ki, i=1-- ,N-1
upj+1 = 1, unj+1 =1

end

Med h = 0.25 og k = 0.01 far vi at k/h? = 0.16. Startbetingelsen gir
Ugp = ].O, U0 = 09239, U920 = 07071, Usp = 03827, Uq0 = 00,
slik at

1(0.25,0.01) &~ ugy = 0.9239 + 0.16(1.0 — 2 - 0.9239 + 0.7071) + +0.01 - 0.25 = 0.9039
1(0.5,0.01) & up, = 0.7071 + 0.16(0.9239 — 2 - 0.7071 + 0.3827) + 0.01 - 0.5 = 0.6949
w(0.75,0.01) & ugy = 0.3827 + 0.16(0.7071 — 2- 0.3827 + 0) + 0.01- 0.75 = 0.3809.



