@NTNU TMA4135 Matematikk 4D
Institutt for matematiske fag h¢sten 2 O 1 4

Lgsningsforslag til gving 13

a) Viinnferer nye variabler y; = y og y» = y/, og far differensialligningssystemet

»n0) =2
¥2(0) = 0.

}’i =)2 s .
med initialbetingelser
Vy=0-y)y—n 8

b) For differensialligningssystemet i oppgave a) blir «baklengs Euler» gitt ved

Voo = [J/l,nJrl] _

Y2,n+1

Yin

=yn + hf(Xy11,¥n+1)-
Yo,n

[ Yo,n
1- y%,n+1)J/2,n+1 = Y1,n+1

Med n =0, h =0,1 og initialbetingelsene y; o =2 og y»,0 = 0 far vi ligningssystemet
y11=2+0,1y21
Y21 =0,1[(1— J’il)YZ,l -y

Multipliserer vi begge ligningene med 10, kan ligningssystemet skrives

10y1,1—y21-20 =0
Y11+ O+yi)y21 =0.

¢) Jacobimatrisen til ligningssystemet

10y1—y2—20 =0
Y1+O+y)y=0

er gitt ved
10 -1

O y2) = 1+2y1y2 9+y3

Vilar n& yl(") veere den numeriske lesningen av y; etter n iterasjoner med Newtons metode, der

i=1,2.For & finne

M _ 0 © M _ 0 )
o=y Ay 08 ¥y, =y, +Ay,7,

lgser vi ligningen

A (0) 10 0) _ (0)_20
](yio)’yél))) N ] :_[ N Nz ]

Iy FLR R

med hensyn pa (A yim, A yéo)). Med startverdiene yio) =2o0g yéo] =0farvi
10 -1 0
1 13 2|’

som har lgsning Ayio) =-0,02 og Ayéo) =-0,15.

o
A Yy

Dette gir at
y(l) = y{o) +Ay{0) = 1,98

1 0 0
yé) = yé ) +Ay£) =-0,15.

a) Vi gjor tilnaermelsene

Uisrj+ Ui —2U;
i, ji) = =

0g

Ui jr1+Uij1-2U;

uyy(ih, jh) = 2
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b)

Innsatt i ligningen uyx +2uy, = 0 gir dette

Uit1,j +Uio1,j —2U,j vy Ui jr1+U;j-1-2U;
h? h? ’

det vil si,
Ui+1,j +Ui-1,j +2U; j+1 +2U; j-1 —6U;, j = 0.

Initialbetingelsene gir at
Uio= UO,j =0 ogat U;;= Ul,j =1.

Kombinerer vi dette med differanseskjemaet vi fant i a) og setter inn for i, j = 1,2 far viligningene

_6U1,1 + Ug,l + 2U1,2 = 0,
U1,1 - 6U2,1 + 2U2y2 =-1,
2U1,1 - 6U1’2 + Uglg =-2,

2U2,1 + U1'2 - 6U2,2 =-3.

En iterasjon med Gauss-Seidel anvendt pa dette ligningssystemet, med startvektoren Up =
(1/2,1/2,1/2,1/2), gir

oy =-to-k-2h) =4
o =-t1-t-2-h) =}
vl =-t-2-2}-1) =1L
v =-4-3-23-D=§

Differensialligningen
y' (%) = xy(x)
er separabel, der vi, ved & integrere
dy
—_ = x)
y

far )
In|y(x)| = Exz +C,

der C' er en vilkarlig konstant. Ved & anvende eksponensialfunksjonen fér vi
y(x) = Ce™ 2,
Fra initialbetingelsen y(0) = 1 slutter viat C = 1, og
y(x) = ex2/2.

Eulers metode er gitt ved
Y1= Yo+ hf(xo0,¥o),
der f(x,y) = xy. Det gir
n=yo+hxoyo=yo=1,

da xp =0.
b) Ivart tilfelle er
k1 =hxoyo=0
h k h?
k2=h X()+§)(y0+§l Z?
0g
2h 2k, o, 2 2)
ks=h — —|==h"{1+=h
3 XO+3)(yo+ 3) +9
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Det gir
1, 3 1 2
= o+ ki +—ks = yo+ = h? 1+—h2)z1,00501.
yi=JYo 4 1 4 3=J0 2 ( 9

Den eksakte verdien er y(0,1) = eo’lzl 2

resultat enn Eulers metode.

~1,00501, og vi ser at Runge-Kutta metoden gir et bedre

Velg steglengder k og h i henholdsvis x- og t-retningen, h velger du slik at N = 1/x blir et heltall.
Gitterpunktene blir da

x;j=ih, i=0,1,...,N, thjk, j=0,1,2,...
Vi er altsa ute etter numeriske approksimasjoner til lasningen i gitterpunktene, det vil si U;, j = u(x;, £;).

a) For 4 konstruere et eksplisitt skjema velger vi et gitterpunkt x;, f; og approksimerer u; med en
foroverdifferanse og uy, og u, med en sentraldifferanse rundt dette gitterpunktet. Det betyr

u(x;, tj+1) — ulx;, tj)

u(xi, tj) = T
U(Xiv1, £j) —2u(x;, ) + u(xi-1, tj)
Uxx(Xi, ) = 2
( " ) u(xi+1r tj)_u(xi—lr t])
Ux\X;g, j= .
2h

Land U; j = u(x;, t;), sett inn i differensialligningen, og vi far

Uijr1=Uij  Uip,j—2U;j+ Ui, N Uit1,j - Ui1j
k B h? 2h

eller

k k .
Uij1=Uij+ ﬁ(UHl,j —2U;,j+Ui-1,j) + E(Uiﬂ,j ~Uj-1j), i=1..,N-1,

for j =0,1,2,..., gitt startverdiene U; o = 8x;(1 — x;) for i = 0,1,..., N og randverdiene Uy ; =
Un,j=tjforj=0,1,...
Med h =1//4 og k =1/16 far vi N = 4, k/n?> = 1 og k/2h = 0,125. Vi har dessuten

Upo=Uso=0, Ui o=Usp=15 og Uo=2,0.
Det gir
u(0,25,0,0625) = Uy,1 = 0,75, 1(0,5,0,0625) =~ Uz 1 = 1,0, 1(0,75,0,0625) = 0,25.

NB! Siden ¥/r? > 1/2 ber vi ikke stole pa dette resultatet, men heller benytte en implisitt metode,
som i neste oppgave.

b) Ideen ni er a erstatte sentraldifferansene for u, og uy, i oppgave a) med middelverdien av sen-
traldifferansene for disse beregneti x;, t; og x;, j+1. Vi ender da med folgende skjema:

Uijri—Uij 1 (Ui+1,j+1 =2Uj j+1+ Uj-1,j+1 . Uit1,j+1— Ui—l,j+1)

2 2 h2 2h
N 1(U5+1,j ~2Uij+Uinyj  Uin,j - U,-_l,j)
2 K2 2h
eller
Ul.,jﬂ_LZ(UHL]-H—ZU,-,]‘H+Ui_1,j+1)—ﬁ(Ui+1,j+1_Ui—1,j+1)
2h 4h
_ui+ X QU+ Uimrj) + (U Ui
= z,j+m( i+l,j U j+ 1—1,])+E( i+1,j — l—Lj)‘
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c)

b)

Setter vi inn de samme verdiene som i oppgave a), samt at Up; = Us,1 = 0,0625 gir dette:

2Uy,1 - 0,5625 Uy, =1,125+0,109375 = 1,234375,
~0,4375U,1 + 2U,, — 0,5625 Us 1 = 1,500 = 1,500,
~0,4375Us,, + 2Us = 0,875+ 0,140625 = 1,015625

der det siste ledded i summen pa hoyre side kommer fra randbetingelsene i #; = 0,0625.

To iterasjoner med Gauss-Seidel gir:

Ul =15 Uy =2,0 Uy =1,5

1 _ 1 _ 1 _
Uy} =1,03906 U3l =1,53979 Us!) =0,88761

() _ (2) _ @ _
U =1,05025 U =1,22938 U =0,81971.

Vivil lgse ligningen
Uxx + Uyy =27(x+ ),

pé firkanten [0, 1] x [0, 1] med randbetingelser

u0,y)=u(x,00=0, u(x,1)=3x, u(l,y)=3y.

Approksimasjon av ligningen i noden (x;, y;) ved hjelp av sentraldifferanser, gir
Uis1,j+ Ui j + Uisr,j —AU; j = K> f(x;, ),

hvor U; j = u(x;, yj), f(x,y) =27(x+y), x; =ih, y; = jhog h=1/3.
Approksimasjon av ligningen i (x;, y;), hvor i, j € {1, 2}, gir ligningene

[\S)

AUy +Uip+Us1 +0+0=(3)727(3+3) i (1, ),
Ui —4Uz +Usp+0+3-1 = (12272 +1) i (2, p0),
Uni—4U1p +Usp+3-240= (3227 +2) i (x1,p2),
Upy +Up—4Uzp+3-2+3-2 = (1)227(242) i (x2,2).
Dette kan skrives p& matriseform
-4 1 1 0][Uw 2
RER R
0 1 1 -4]|Uyp 0

En iterasjon med Gauss-Seidel anvendt pa ligningssystemet () vi fant i a) med startvektoren
Uo=-(1,1,1,1), gir

Ul =-32-1-(-D-1-(-D) = -1,
Uh =-32-1-(-D-1-(-D) = -1,
Uiy =-32-1-(-D-1-(-D) = -1,
Ugy=-30-1-(-1)-1-(-1) = -05.

@ Integrallignigen kan skrives ved hjelp av et konvolusjonsprodukt,

f@=1-(g=* ), 1)
der g(1) =t.
La.Z(f) = F. Laplacetransformasjon anvendt pa (1) gir
1 1
F(s)=—-—-—=F(),
s s
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der vi har utnyttet at (g * f) = .Z(g) - Z(f), og at £(g)(s) = 1/s%. Vi kan skrive ligningen over som

241

1 1
(1+ —2)F(s) = F(s) ==,
N N

slik at

F(s) = .
(s) s2+1

Ettersom .Z{cos t} = s/ (s> + 1), har vi at

f(t)y=2"Y(F)(1) =cost.
a) Ettersom f(x) er en jevn funksjon er fourierrekken til f(x) gitt ved en fouriercosinusrekke der

/f(x)dx_ fdx__
ff(x)cosnxdx——f Cosnde_yztSHlna
0

n=123,...
n

Altsa har vi at fourierrekken til f(x) er gitt ved

sinna

[e.0]
fx)~ap+ Z a,Ccosnx = cosnx.

n=1

\:ll&

2 o0
N2 M
b) Teorem 2, side 480 i boken, forteller oss at summen til fourierrekken til f(x) er lik
1 _
E[f(f) +fx)].

Merk at hvis f er kontinuerligi x sd er f(x*) = f(x™) = f(x). Dette betyr at

1 for0<x<a,
a 2 & sinna 1
—+=> cosnx=1 5 forx=a,
WA
0 fora<x<um.
Innsatt for x = 0 gir at
a 2 & sinna X sinna w—a
0)=—+= =1, detvilsi =
/ Y4 n; n ,ZZ‘I n 2

Innsatt for x = a, samt bruke at 2sinnacos na = sin2na, gir at

a 2 s a 2 & sin2na 1
flay=—+ —Z Leosna=2+2 ==,
b/ S| o T M. 2n 2
det vil si
isinZna_ﬂ a
2n 4 2

n=1

a) Ved a benytte at f xe 0% dx = (# - lw)e‘“"x far vi at den fouriertransformerte til f(x) er gitt
ved

ry 1 * —iwx 1 fz —iwx
=— dx=— 2— d
f(w) \/ﬁf_wf(x)e X T _2( Ix])e X

= L(2[2 g iwx dx—f2 |x]e” i dx)
NI AN -2

1 (4 0 ) 2 .
= —(—s1n2w+f xe 0¥ dx—f xe ¥ dx)
V2n -2 0

2 Zcos2w)_ 2 1—-cos2w

4 4
—sin2w - —sin2w + — —

\/__( w w? w?

T w?
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b) Merk at 1 — cos2w = 2sin® w. Fra a) vet vi at

f(x):ﬁ_l{f(w)}:\/%f fw)e' dw
T J—00

2 2
_ 1 [ J22sin ® iwx dw—g * sin @ iwx 4,
CVorndwo Vo w? ) @2 '

Setter vi inn for x = 0 far vi at

2 % sinw 4 (% sin?w
f(O)=—f 5 dwz—f 5 dw =2,
TJ-o @ T Jo w

0 gin? @ T
5 dw=—
0 w 2

a) Lafunksjonen # veere gitt ved & anvende fouriertransformasjon pa u med hensyn pa x,

det vil si,

_L © —iwx
i(w,t) = Nz ulx,te dx.

Fra egenskapene til fouriertransformasjon far vi at
F (Uyy) = -0 0.
Fouriertransformasjon anvendt pa den partielle differensialligningen gitt i oppgaven gir

on .
— =—W U.
at

Fouriertransformasjon anvendt pé initialbetingelsen gir

1 f o iwx _ ¢
— (xX)e " = f(w).
V21 J-co f f
Altsa kan vi, ved & anvende fouriertransformasjon, skrive det gitte problemet som initialverdi-
problemet

1 oo :
it (w,0) = \/?f u(x,0)e '?*dx =
JT J—o0

o0
or

b) Hyvis vi fikserer w kan vi skrive (2) som den ordinere differensialligningen

—0?i, 0/(,0) = f(w). )

di

2 A N 2
=- ) rO = )
Qo e ily(w,0) = f(w)

som har lgsning
i, 1) = Clwe ™"

Fra 0i; (w,0) = f(w) far vi )
i (,0) = —w?C(w) = f(w).

Altsd er )
w,0) = —— f@e ™.
w

Ettersom f = .Z (g") = —w?§ forenkler dette seg til

Ao, 1) = gwe ™. 3)

[f13
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¢) La funksjonen / vare gitt ved

1 2
hw, 1) = —e™ @,
Var
slik at (3) kan skrives som R
(w, ) =V2r gw) hw,?). (4)

Ved & ta inverstransformasjonen av (4) far vi

u(x, ) =f gx—p)h(p, n)dp,
der

1 1 2
ep/4t

1 f‘x’\/— 2.
2te Y ol®P do | = ,
2\/711‘(\/271 -0 2vVmt

e—P21at

1 © .
hip,t) = —f h(w, He'®Pdw = >0,
]9 \/27‘[ -0

hvor vi har benyttet den oppgitte fouriertransformasjonen (i formelarket)

Fle )= —¢%a

V2a

med a =1/4t. Altsa har vi at

1 oo 2
u(x,t):—f (x—p)e P dp, t>0.
2vVnmt —oog P P
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