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1-5-14

a) p: 2% er irrasjonal — ¢ : x er irrasjonal. Informasjonen vi er gitt er p — ¢
og q. Fra dette kan vi ikke trekke noen logisk slutning om sannhetsverdien
til p, slik det gjores her. Sa slutningen er ikke korrekt.

b) P(x) : tallet x er irrasjonalt.

Informasjonen vi er gitt er: Va(P(z?) — P(z)) og P(7?). Fra Vz(P(2?) —
P(z)) kan vi konkludere at P(7?) — P(r), som sammen med P(7?) gjor at
vi kan konkludere P (7). Dermed er slutningen korrekt.

1-5-20

p:neret partall — ¢ : n? er et partall. Vi gnsker a bevise p — q.

a) Et direkte bevis: At n er et partall er det samme som at det finnes et
heltall k slik at n = 2k. Dermed far vi n? = (2k)? = 2(2k?). Siden 2k? er et
heltall forteller dette oss at n? er et partall.

b) Et indirekte bevis: Vi vil bevise det logisk ekvivalente utsagnet —¢ — —p.
Dette er det samme som & bevise at hvis n? er et oddetall sa er n et odde-
tall: At n? er et oddetall er det samme som at det finnes et heltall & slik at
n? = 2k + 1. Dette kan skrives om som n? —1=2k. n> —1 = (n—1)(n+1),
sa vi har (n — 1)(n + 1) = 2k. Siden 2 er en faktor pa hgyre side sa ma 2
veere en faktor pa venstre side ogsa. Dermed ma enten n — 1 eller n+ 1 veere
partall. Dermed er n et oddetall.

c) Et bevis ved selvmotsigelse. Vi har at n er et partall. Anta at n° er et
oddetall. Vi har allerede sett at dette medfgrer at n er et oddetall, men dette
er en selvmotsigelse siden vi vet at n er et partall.
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1-5-36

Hvis n er et heltall kan vi skrive n = d,d,_;...d; der d; er desimalene til
n. Dermed er n = d,d,_; ...d>0 + dy. Det fgrste tallet i summen er delelig
med 10 (det slutter pa null) og det andre tallet i summen ligger mellom
null og ni (inklusiv disse). Dermed kan vi skrive n = 10k + [ der k er et
heltall og I € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Dermed far vi n?> = (10k + 1)? =
100k?+10- 2kl +12. De to forste tallene i denne summen ender begge pa null,
sa det er det siste sifferet i I? som bestemmer hva det siste sifferet i n? er.
02=0, 12=1, 22=4, 3?2=9, 42=16, 5°=25 62=236, 7°=
49, 82 = 64, 9% = 81. Fra dette ser vi at de eneste mulighetene for det
siste sifferet i n? er 0, 1, 4, 5, 6 og 9.



2-2-27

At f(x) er O(g(z)) betyr at det finnes positive konstanter C1, ki, Ca, ks slik

at | f(z)| < Cilg(x)| for alle x > k1 og | f(z)| > Calg(x)]| for alle x > k.
Dermed har viat Cy|g(z)| < [f(z)| < Ci|g(x)| for alle z > k = max(ky, ko).
Pa den annen side, hvis det finnes positive konstanter C7, Cy, k, slik at

Colg(z)| < |f(z)| < Cilg(z)| for alle x > k, sa far vi at f(x) er ©(g(x)) ved

asette k1 = ky = k.

2-2-28
a) Vi kan for eksempel ta C; =1, Cy =2 og k = 1. Nar > 1 har vi nemlig
at 2’ =x -2 >, 22> 1, x> 00g 1> 0. Dermed har vi, nar z > 1,

C1(37%) =32 < 3x° +a+1 < 32 + 22+ 2% < 327+ 32% < 2(32%) = Co(322).

b) I grafen under er 3z + = + 1 kurven som ikke starter i origo. Vi ser
at etter en stund (litt for x = 1) blir denne kurven liggende mellom de to
andre (den ene av disse er to ganger den andre).

2-4-14

100l =2-3-4---98-99-100. Vi far en null pa enden av et tall for hver
faktor av 10 = 2 - 5 tallet har. 100! har flere faktorer av 2 enn av 5, sa antall
faktorer av 10 er lik antall faktorer av 5. Hvert av de 20 tallene 5, 10, 15, ...,
100 tilfgrer en faktor av 5 til 100!. I tillegg tilfgrer de 4 tallene 25, 50, 75 og
100 en ekstra faktor av 5. Dermed har vi 24 faktorer av 5 i 100!, sa 100! har
ngyaktig 24 0-tall til slutt.

2-4-16

To heltall a, b er relativt primiske dersom ged(a,b) = 1. Vi har at 12 = 2-2-3,
og det er en enkel sak a sjekke at opp til tallet 12 er det kun tallene 1,5,7
og 11 som ikke har noen felles faktor (bortsett fra 1) med 12, og dermed er
relativt primiske til tallet 12.

2-4-18

a)21=3-7,34=2-17,55 =5-11. Siden ingen av tallene har felles faktor,
er alle innbyrdes relativt primiske, sa tallene er parvis relativt primiske. Det
samme gjelder for resten av oppgaven bortsett fra b)



b) 14 = 2.7, 17 er et primtall, 85 = 5- 17 17 og 85 er dermed ikke rel-
ativt primiske, sa tallene er ikke parvis relativt primiske.

c) 25 =52, 41 er et primtall, 49 = 7%, 64 = 2°
d) 17 er et primtall, 18 = 2- 3%, 19 er et primtall, 23 er et primtall

2-4-20

a) Bortsett fra seg selv, har tallet 6 de positive divisorene 1, 2 og 3. Siden
14+2+43=6 sa er tallet 6 perfekt. Tilsvarende har vi 1+2+447+14=28, sa
tallet 28 er perfekt.

b) Vi ma finne alle ekte divisorer av 2°~1(2°—1). Vihar ihvertfall 1,2, 22, ..., 27!
som divisorer. Summen av disse er 1 +2+2%+... +2P71 = i;% 2" = 2;:11 =
2P — 1 (sum av en geometrisk rekke, se teorem 1, side 231 i Rosen 5. utgave).
Vi har ogsa at hver av disse divisorene multiplisert med 2 — 1 er en divisor,
og alle bortsett fra den siste er ekte (mindre enn tallet selv). Bidraget fra
disse divisorene er (2° —1) 3-P_2 27 = (2? —1)(2*~* — 1). Det finnes ikke flere
divisorer. Dermed er summen av divisorene: (27 —1) + (2P —1)(2P"! —1) =
(27 —1)(1 +2°71 — 1) = (2° — 1)2P7!, som er tallet vi startet med. Dermed
er dette tallet perfekt.

2-4-21
a mod m = b mod m er et tall, la oss kalle det r. Da har vi at det finnes
heltall ¢; og ¢ slik at a = gym + r og b = gam + r. Fra dette far vi at

a—b=qgm+r—(ggm+71r)=m(q — q).

Dermed har vi at m deler a — b, altsa er a = b (mod m).



