ExsaMEN 1 MNFMA205/SIF5021, 5. DES.2000-L@SNINGSFORSLAG

Oppgave 1. (a) I fglge Strukturteoremet for abelske grupper er alle abelske grup-
per av orden 16 opp til isomorfi:

Z}G, Zg XZQ, Z4 XZ4, Z4 XZQ XZQ og Zg XZQ XZQ XZQ.

(b) Det er gitt i teksten at G = {1 < a < 40 | gcd(a,40) = 1} under multiplikasjon
modulo 40 er en gruppe. La oss forst finne elementene i G.

G ={1,3,7,9,11,13,17,19,21, 23, 27,29, 31, 33, 37, 39}

Merk at multiplikasjon modulo 40 er kommutativ operasjon generelt, sa den er
kommutativ pa G ogsa. Felgelig er G en abelsk gruppe med 16 elementer og
dermed isomorf med en av gruppene fra (a). Hvilken? To isomorfe grupper har
samme antall elementer av enhver orden, si la oss se pa orden til elementene i G.
-1 er identitets element og har orden 1
-3 har orden 4
-7 har orden 4
-9 har orden 2
0sv.
Etter en del regning kommer vi til at det er 8 elementer av orden 4, 7 elementer av
orden 2 og ett element (identitet) av orden 11 gruppen G.

La oss se pa gruppene i (a).
-Zq¢ er syklisk og har dermed et element av orden 16; et slikt element har vi ikke i
G, sa det kan ikke veere Zyg.
-Zg X Zso har minst et element av orden 8, det har ikke (, sa det er heller ikke
Zig x Zs som G er isomorf med.
-1 Zo X Zy X 7y X Zo er det ingen elementer av orden 4, det er det i G, sa det er
heller ikke Zy X Zo X Zs X Z9 som G er isomorf med.
-Zy % Z4 her 14 elementer av orden 4 og sd mange elementer av orden 4 har vi ikke
i G, dermed kan det ikke veere Z4 X Zg4 heller.
-Vi star igjen med Z4 X Zo x Zs og kan na si at G er isomorf med den siden vi har
utelukket alle de andre gruppene. Sjekker vi orden til elementene i Zy X Za X Zs
ser vi at de stemmer overens med orden til elementene i G: 8 elementer av orden
4, 7 av orden 2 og ett av orden 1.

Oppgave 2. (a) Vi skal vise at H = {( (1) (IL
under vanlig matrisemultiplikasjon.

Forst ma vi sjekke om H er lukket under denne operasjon.

. 1 a 1 b
Gmt(Ol),(Ol)eH.
1 a 15\ (1 a+d
01 01/ \0 1

som er med i H siden a + b € Z nar a,b € Z og dermed er H lukket under vanlig
matrisemultiplikasjon. La oss na sjekke om gruppeaksiomene er oppfylt.

G1 : Operasjonen er assosiativ: vanlig matrisemultiplikasjon er assosiativ generelt,
sa den er assosiativ pa H ogsa.

) la € Z} er en abelsk gruppe

G- : Identitets element: ( é (1) ) er med i H og

() )=(ev) (s 5)=(o 1)
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for alle < (1) (1L ) € H, sa ( (1) (1) > € H er identitets element.

. . . . . 1
G5 : Eksistensen av et invers element i H for hvert element i H: Gitt ( 0 (1l ) € H.

Daer < é la > ogsa med 1 H (—a € Z, nar a € Z) og

(DG )-GED-GY)

1 a
0 1

—q .
, 1

Til slutt ma vi sjekke om vanlig multiplikasjon av matriser er kommutativ pd H.

1 a 1 b
La ( 0 1 >,( 0 1 ) veere to elementer fra H.

() Cot)=Co")=(o 1) 1)

Operasjonen er altsd kommutativ og dermed har vi vist at H er en abelsk gruppe
under vanlig matrisemultiplikasjon.

(b) Vi skal vise at H er isomorf med (Z,+). Vi méa definere en gruppe homomorfi
f fra H til Z som er bade 1-1 og pa (isomorfi). Altsa, vi trengeren f: H = 7Z
slik at f(AB) = f(A) + f(B) for alle A = <(1) (11 ,B = (1) 11) € H(f
gruppe homomorfi). Hvis vi ser pa var beregning av produktet AB i (a), merker vi
med en gang at dette kravet kommer til & vaere oppfylt hvis vi definerer f ved at

O
—

Altsa, hvert element ( ) i H har et inverst element, nemlig (

f (( (1) (1) )) = a. Altsd f definert pa denne maten er en gruppe homomorfi. Det
gjenstar 4 sjekke om f er 1-1 og pa.
f 1-1: Anta at f(< (1) (11 )) = 0 (identitets element i (Z, +)). I folge var definisjon

av f kan dette veere oppfylt hvis og bare hvis @ = 0 og dermed er I, identitets ele-
ment i H, eneste element i Kerf og f er fplgelig 1-1. (HUSK: Gruppe homomorfi
g : G1 = Go er 1-1 hvis og bare hvis Kerg = {e¢, })

f pa: Gitt z € Z. Daer ( é 713 > mediHogf(( (1) ;ﬁ )) = z. f er dermed pa
og vi har vist at H er isomorf med (Z,+).

1 -1 0 1

1 0 N = 1 ~1>,MN,NME

G, der G er gruppen av 2 x 2-matriser i Z med detereminanten lik 1 under vanlig
matrisemultiplikasjon.

Orden til M er, etter definisjonen, minste r slik at M" = I, der I er identitets-
matrisa (identitets element i G). Litt regning gir at orden til M er 4 og at orden

til NV er 3.
11
v = (g 7 )

og etter a ha tatt noen potenser av M N ser vi at

=3 1)

og orden til M N er dermed uendelig (ingen r er slik at (MN)" = I).

(c) Vi skal finne orden til elementene M =




Tilsvarende,

NM:<~11 ?) og(NM)r:<_1r ?)

og orden til NM er ogsa uendelig.
(d) Det er gitt at H er en underguppe av G. For at H skal vare normal, ma

ghg 'l e Hiforallehe HgeG. Lah= <é ;) €eHogyg= (CCL fl) € d.
-1
a b d -—b
Daer(cd) _<—c (L>0g
a b 1 =z d -b\ [ ad—bc—acx @’z _ 1 —acx a’x
c d 0 1 - a - —c?r ad — bc+acx | —cz 1+ acz

siste steg siden ad — bc=1da g € G.

N4 ser vi at hvis vi velger for eksempel h = ( (1) % ) € Hogyg= < (1) _il ) €

G, sd er ghg™' = ( _12 (1) ) ¢ H og dermed er H ikke en normal undergruppe
av G. '

ExsAMEN 1 MNFMA205/SIF5021, 19. MAI 1999-LOSNINGSFORSLAG
Oppgave 2. (a) Viskal vise at H* er en gruppe under matrisemultiplikasjon. Fgrst

! !
ma vi sjekke om H* er lukket under denne operasjonen: Gitt < _al—) 2 ) , ( _flb—, Z, ) €

a b a 'Y\ _( ad —bb ab+bad
-b a =V a )"\ —ba' —ab aa'—b'b

som er med i H* siden aa’—bb', ab' +ba’ € C daa,b € C og —ba' —ab' er den negative
av den komplekskonjugerte av ab’ + ba' og aa’ — b'b er den komplekskonjugerte av
aa’ — bb'. Matrisemultiplikasjon er altsa lukket pa H*.

La oss na sjekke gruppeaksiomene.

G : Matrisemultiplikasjon er en assosiativ operasjon generelt, sa den er assosiativ

*

pa H* ogsa.
ggz((l) (1)>ermed1H* (1 og 0 er komlekse tall og 0 =0, 1= 1) og

(5a)(or)=(o0)(52)=(52)

> € H*. Dermed er < et identitets element.

=2oo

for hvert element < 5

i

O
1
a _
G : Gitt < “ g > € H*. Daer ( adtbb “aj{bb ) med i H* siden
aa+bb  aa+bb
e ad + bb er et reelt tall forskjellig fra 0 da det fglger fra definisjonen av H*
at a og b 1kko kan begge veere lik 0

me og aa+bb er komplekse tall og

¢ aa+bb er den komplekSkonJugerte ay e

komplekskonjugerte av

_+bb 0g —=—= aa+bb er den negative av den

aa+b5 )
Videre er

a —b a —b
a b aa+bb  aa-+bb . a@+bb  aa+bb a
b a b a - b a -b
ad-+bb ai-+-bb ad+bb ad+bb

oo

SN’
fl
TN
O
—
N’




4

Altsa, for hvert element 1 H* finnes det invers i H*.
Vi har dermed vist at H* er en gruppe under matrisemultiplikasjon.

(b} Vi skal finne undergruppen G' av H* generert av A = ( _01 (1) ) og B =

( (L) —E)z ) En undergruppe generert av A og B er per definisjon minste un-
dergruppe som inneholder 4 og B. G ma altsd inneholde identitets element [
(undergruppe!), A, B og alle mulige produkt av A og B (en undergruppe ma vaere
lukket!). Spesielt, ma G inneholde alle potenser av A og B, si la oss begynne med
4 se pa dem.

[0 1 A s (0 -1 . (10
a=( L) = (7 5)e=(0 7 ) a=(0
(i 0 s (-1 0 s (=i 0 s _ (10
p=(4 %)= (5 _1),3..(0 Z.>,Bf<0 )

Altsa, sd lenge har vi funnet 6 elementer i G: I, A, A%, A®, B og B>.

AB:(_?Z. BZ>0gABS=<? 8>méviogséhaiG. Det er gitt at G

har 8 elementer og vi trenger dermed ikke & lete etter flere elementer. Elementene

i G er: ((1)(1))<_01 é)(é —()z'>f<_()1 '01.>’
o) le D) v ) o)

(¢) Er G isomorf med D4? Ogsa her er det enklest & se pa orden til elementer fgrst.
Hvis orden til elementene i de to gruppene ikke skulle stemme overens, da kan vi
si at de ikke er isomorfe.

Etter litt regning finner vi ut at alle elementene i-G bortsett fra I og A% har
orden 4. I D4 er det bare to elementer av orden 4. Dermed kan G ikke vare isomorf
med Dy.
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