TILLEGG OM EULERS ¢-FUNKSJON

La ¢ betegne Eulers ¢-funksjon.

Lemma 1. La p vere et primtall og v > 0 et helt tall. Da har vi
o) =p" —p T =p"(1-1/p)

Lemma 2. La n og m vere positive hele tall og u € Z,, o9 v € Z,. Da
har vi det folgende: (u,v) er enhet i Zy, X Zyn, < @ er enhet i Ly, 0g v
er enhet i Z,,.

Setning 3. La m,n > 1 veere hele tall, og anta ged(m,n) = 1. Da har
i $(mn) = S(m)p(n).

Proof. Vi har Z,, X Zy, ~ Zy,y,. Antall enheter i Z,, er ¢(m), og antall
enheteriZ, er ¢(n). Altsa har vi fra Lemma 2 at Z,, X Z,, har ¢(m)p(n)
enheter. Da Z,,, har ¢(mn) enheter, far vi ¢(mn) = ¢(m)o(n). O

Setning 4. Lan > 1 1 Z, og anta at n er kvadratfritt, dvs. n =
P1-- D, der pi, ..., p er forskjellige primtall. La a € Z. Da har vi at
a®™+! = g(modn).

Proof. Det er klart hvis a = 0, derfor antar vi at a # 0. La d =
ged(a,n). Da er ged(d,n/d) = 1 og ged(a,n/d) = 1. Vi har ¢(n) =
#(d)¢(n/d) fra Setning 3. Fra Eulers theorem har vi a®"/% = 1(mod n/d).
Sa a®™ = (a?D)PD) = 194 = J(modn/d), dvs. a®™ — 1 = £,
der k € Z. Siden d = gcd(a,n) sa er § et heltall. Dette gir at
a®™Mt — g = kin € nZ, sa a®™*! = a(mod n). O

Korollar 5. La n > 1 veere et kvadratfritt helt tall, og la a € Z. Da
har vi a**™*! = q(modn).

Proof. Vi bruker induksjon. Merk at tilfellet £ = 1 fglger fra setning
4. Anta derfor at det er sant for k, altsa at a**™*! = g(modn),
og vi gnsker & vise at det er sant for k 4+ 1. Vi ser at a*+Dem+1 =
a®M ko1 = ¢9(Mg = ¢?M+1 = g(modn), hvor andre ekvivalens
fglger fra antagelsen, og fjerde fra setning 4. U

Vi anvender na teorien pa hemmelige koder. A velger primtall p, g,
og lar n = pg. Vi har da ¢(n) = ¢(p)é(q) = (p — 1)(¢ — 1). Velg e,
der 1 < e < ¢(n) og ged(e,p(n)) = 1 (dvs. € er enhet i Zy(,). La d
veere slik at 1 < d < ¢(n) og de =11 Zy(m (dvs. d = e ). A beholder
{n,d} (hemmelig ngkkel), og offentliggjor {n, e} (offentlig ngkkel).

B vil sende melding M til A, der 0 < M < n. B beregner N slik at
0 < N <nog M'= N(modn), og sender N til A. A beregner D(N),
der N4 = D(N)(modn),0 < D(N) < n. Vi har ed = 1(mod ¢(n)),
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dvs. ed = 1+ k¢(n). Vi far da D(N) = N? = M = MI+hem) =
M (modn). Altsa har vi D(N) = M, sa A far ut meldingen M.

Poenget er at for store n sa er det et problem a skrive n som et
produkt av primtall, og dermed vanskelig & finne ¢(n), noe man trenger
for & beregne M fra N.

Eksempel. La p = 47,q = 59. Da er n = pqg = 2773, ¢(n) =
46 - 58 = 2668. La d = 157, sa ged(d, ¢(n)) = 1. Vi finner e = 17.
Hemmelig ngkkel er {2773, 157}, og offentlig npkkel er {2773, 17}. B vil
sende M = 920. M¢ = 920'" = 948(mod 2773), si B sender N = 948.
A beregner 948¢ = 94857 = 920(mod 2773).



