75048 Matematisk modellering, 10. januar 2000
LOSNING MED KOMMENTARER

Oppgave 1

(a) Under stasjoneere forhold, og med bare varmestrgm i radiell retning vil ligningen for tem-

peraturern i isolasjonen vaere

T 19T
o2 trar =0 @
med generell lgsning T'(r) = C1 + Calnr. Med T'(r1) = T og T'(r2) = T> blir lgsningen
In(r/r1)

T(’l") =T+ (TQ — Tl)h’l(?’Q/Tl) .

Det totale varmetapet pr. tidsenhet pa en rgrlengde L blir

T Th-T 1
J=- 9L x 2L = —k———L1 —2onr L,
or r=ry 1n(’l"2/’r‘1) 1

og felgelig blir tapet pr. lengdeenhet

og o = 2mk/In(ra/r1).

(b) Varmeinnholdet i oljen er gitt av pcT'(z,t), mens fluksen i z-retning er

oT
i(2,t) = —ko—— + VpcT'
]( I ) o 82 + P I
der k, er ledningsevnen i oljen, og det siste leddet representerer varmetransport pa grunn av oljens
egen bevegelse. Bevarelsesloven pa integralform gir oss na mellom z = a og z =0
d (° b

b
= pcT (nridz) 4 mri [—kog—f + VpCT} = —/ 2rriaTdz,

a

med andre ord,

O kT _Lor (Y,
ot pc 022 0z pery )

Ved stasjongere forhold (97/9t = 0) nar vi ogsé ser bort fra varmediffusjon i oljen langs reret,
blir dT'/dz + T/z, = 0, der zo = Vpcri/(2a). Lgsningen for problemet i oppgaven blir dermed
T(z) = Tpexp(—z/zp), og lengdeskalaen zp.



Oppgave 2

(a) Hvis vi betrakter en horisontal skive med areal A rundt fryseflaten, vil det i denne i lgpet
av tiden At bli generert en varmemengde @ = (AAs)pL = (AsAt)pL. Siden det er neglisjerbare
temperaturvariasjoner i dette volumet (7" = 0) og samme spesifikke varme for is og vann, gir
varmebevarelsen
orT oT
—k— A—|—-k—(s—) ]| A= t
o)A (kG ) A= @/an

som er oppgitt formel.

(b) Siden T, = 0, vil fluksen mellom vann og is veere 0. Videre vil, siden «; er det er oppgitt
var meget stor, T(0+) = T; (Dette er et lite argument som ogsa ble bergrt under seminaret. Vi
har generelt at —k%—f(()-l—) = —ay(T(0+) — T7), og nar ay; er meget stor, ma T'(0+) = T, slik at
vi kan forsvare & bruke likhet). Dette gir oss

oT kE 02T

o 9 (2)

o) = 1, (3)

T(s(t)) = 0, (4)
oT pL ds

5, 6= = = (5)

I problemet har vi altsd parametrene T;, k = k/pc og A = pL/k som oppgitt, og ellers ingen
lengde eller tidsskalaer. Lgsningen ma veere pa formen

T(Z7t) = ,I‘lf(flj, t?ﬂ? ,{7 )\)7

og siden f méa veere en funksjon av dimensjonslgse kombinasjoner, benytter vi Buckinghams TI-
teorem til & konkludere med at vi har 5 stgrrelser og 3 uavhengige dimensjoner, det vil si 2
kombinasjoner, for eksempel,

z
7] - \/E’
KA
Ty = ?l

Altsé gir dimensjonsanalysen at T'(z,t) = T;f(z/V/kt,m2). Hvis en ikke liker at m2 < 0, kunne
en bruke 7o = k\/|T}|. P4 samme maten ma vi kunne skrive at s = ¢(t,Tj, k, A), og samme type
argument gir oss da kombinasjonene m = s/v/kt og w2, som for. Dette betyr en relasjon péa
formen @(ﬁ,ﬂg) =0, eller s = A(m2)V/Kt.

(d) Hvis vi forer T(z,t) = Ty f(z/\/kt,m2) inn i varmeledningsligningen, far vi ved & derivere ut
0 = Ty — KT,
1 1 1
= Lf =t =5) -
K Kt

NG 2
som gir oppgitt ligning. Forgvrig gir randbetingelsene i lign. (2), der grenseflaten mellom is og
vann er gitt avn = A,

f0) =1,

f(A) =0,



A(h-y)pgsin(a) —e—|—

AT

o

Figure 1: Veaesken pa skraplanet.

mens fluksbetingelsen 2L (s(t)) = %% ma regnes ut:
Tf (4)—= = At 12k
Vet 2 ’
dvs.,
T2
Fay="2. ©)

Som forventet kan altsa hele lgsningen uttrykkes i  og de andre parametrene. Fra den generelle
oppgitte lgsningen far vi derfor

)
, T
VKt 2

erf(z/+/4kt)
B Tl<1_ erf(A/2) )

T(zt) = Tif

Vi kjenner ikke A, men kan finne denne ved & lgse lign. (6), som gir oss A = A(72).

Det var ikke tenkt at en skulle ga lenger enn dette, men det er ellers enkelt & se at

, _ 1 2e—A%/4 T2
flA) = Cerf(4/2) @ 2

har en lgsning (husk at ogsi o < 0). Litt mer analyse viser at f'(A) er monotont voksende, slik

at lgsningen er entydig.

Oppgave 3

(a) For beskrivelse av ekspansjonsbolge, kontakt-diskontinuitet og sjokk, og lgsningene i disse tre
situasjonene, viser vi til pensum.

(b) Fig. (1) illustrerer situasjonen, lett fordreid (!). Vaesken i kontrollvolumet ville akselerert
pa grunn av tyngdekraften hvis det ikke hadde veert for skjeerkraften pa bunnen i kontrollvolumet.
Kreftene pa sidekantene kanselerer ut.

Dermed blir

7= (h—y)pgsina,



eller

du  pgsina
dy p

(h —y).
Vi far at u(y) = Bg%y(h—y/ 2), siden u(0) = 0. Total volumstrgm pr. breddeenhet blir dermed:
h pgsina |y y3 h pgsin
MMZAUM@z—I—P———]z———#. (7)
0

(c) Bevarelsesloven pé integralform er

b
g | P de+Q(h(®)) — Q(h(a) = 0,

som leder til

oh* . 0Q _ Oh*  pgsina O 3N 0
ot* ~ dx* Ot pwo O\ 3 ) 7

der vi temporzert har skrevet h*, x* og t* for variable med enheter. Ved & fgre inn skalaer,
h*=Hh, z* = xX og t* = Tt, far vi

2 3
Oh  TH”pgsina 0 <h ) _o. (8)

ot X n Oz \ 3

Ligningen far oppgitt form ved & sette

T— H? pgsin a -
=¥ )

(d) Viskal lgse lign. 8 i forste kvadrant nér

0 forz>0,t=0,
h(:z:,t)—{ Vt forxz=0,t>0. )

Kinematisk hastighet c(h) = %% = h? er stgrre eller lik null, og karakteristikken som starter i
(xo,t0) er som kjent gitt ved

T =x9+ C(h(%o,to))(t — to).

Karakteristikkene som starter pa x-aksen er alle vertikale, mens karakteristikkene fra t-aksen blir
mer og mer horisontale etterhvert som ¢g gker. For en karakteristikk fra punktet (0,%) pa t-aksen
blir

x=c(h=+1)(t —to) = to(t — to),

som gir t(% —ttg+x = 0, dvs. tyg = % + @/% — 2. T omradet x < t?/4 har vi med andre ord
kryssende karakteristikker i hvert eneste punkt.
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Figure 2: Skisse av karakteristikkene og sjokket.

(e) Pa grunn av tvetydigheten nevnt ovenfor, er det i oppgaven oppgitt hvilke karakterstikker
det er som mgtes i sjokket, s(t). Foran sjokket er det karakteristikker fra xz-aksen, og etter sjokket
karakteristikker fra t-aksen. Vi setter opp ligningen for sjokkhastigheten:

Us,t) = Q(h}i :Z(hl) = Qgil) = %% = %O - é (t+ Ve —as).

Differensialligningen for sjokket blir fplgelig

ds 1

B <t+\/t2—43> :

at 6
og vi verifiserer lett at den oppgitte lgsningen s(t) = 5t2/36 passer. Dermed blir lgsningen (for
0<ux,t)

0, 512/36 < z,
h(z,t) = <t

1/2
5+ %—x) , < 5t?/36.

Da denne oppgaven ble gitt i 1990, skulle studentene ogsd finne ut hva som skjedde med

karakteristikken som startet i tg = % - % -

Oppgave 4

(a) Det totale varmeinholdet i massen er M¢T. Ligningen er satt opp pr. arealenhet, og det
er derfor dividert med 47R?. Venstresiden angir endring i varmeinnhold pr. kvadratmeter og
sekund, og hgyresiden angir tilforsel, Qo, og tap, cT%. Likevektstemperaturen Ty er gitt ved
Qo — (rT6l =0, dvs. Top = 260K. Ved & sette T' = Ty + 7 far vi til forste orden

Mc dr

—— — = 40T}
amRZdr 00
som ogsa kan uttrykkes
dr T
24+ =0 10
i i ’ (10)
. Mec/(4n R%0)
° AT
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Figure 3: Figuren illustrerer likevektslgsningene nar 7, < ZQQ—“OTO. Bare lgsningene pa endene er
stabile.

Med oppgitte verdier blir tg = 71dggn. Siden alle lgsningene av lign. 10 er pa formen C exp(—t/t),
kan vi slutte at Ty er stabil overfor forstyrrelser, og at tiden det tar for slike & dg ut er tre til fem
ganger tg, med andre ord, omlag et ar. At likevektstemperaturen er stabil, folger naturligvis ogsa
fra det generelle kriteriet for ligninger pa formen T'= f(T'), nemlig df /dT |7—7, < 0.

(b) Modellen blir na

Mec g
AT R? dt

T—-1Tp

n

:Q0+Qatanh< ) —oeT* = f(T),
og stabilitet avgjores av hvorvidt f/(Ts) er storre eller mindre enn 0. Hvis vi for enkelhets skyld
setter e = 1 og sier at Tp er likevektstemperaturen fra (a), blir

Qa Qa 4 Qa <1 N 4Q0Tn>

"(To) = 22 — 40T = 22 — — Qo = 2=
f( O) Tn 0 Tn T’OC20 Tn TOQa

Hvis T,, < 4QQ“—OTO blir folgelig f'(Tp) > 0 og ikke Ty lenger stabil. Situasjonen er illustrert pa fig.
3.

Det som sannsynligvis styrer de store klimaendringene pa jorda er variasjoner i innstralingen
Qo- Dette flytter Qo + Q4 tanh (T%nTl) opp og ned. Hvis T, < 4QQL0T0, er det dermed ikke
overraskende at overgangen mellom istider og mellomistider synes & skje temmelig abrupt. En
kan ogsa tenke seg at oeT* flytter seg ved at e varierer, eller at det er sammenheng mellom ¢ og
forste ledd.

Videre funderinger over denne modellen, som ble introdusert sa sent (7) som i 1987 av Ghil
og Childres, overlates til leserne.



