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Oppgave 1

Ei uregelmessig havoverflate kan oppfattes som en sum av reguleere bglger,

z = acos(k(w) - x — wt). Variansen til overflatehevningen i et fast punkt xo pa havoverflata
kan skrives som et integral over en varianstetthet, ¥(w, 0),

e’} 2
Var Z :/ / U(w, )dfdw,
w=0 J6=0

der k =k(w)(cosfi + sinfj) og enheten til Var Z er m?. Her er k bglgetall, k& = 27/), 0
bglgeretning og w vinkelfrekvens. Vi kan alternativt skrive

U(w,0) = DO — Op,w,--)S(w,--+),

der f;jo D(0,w,---)dd =1, 0, er vindretningen, og - - -7 betegner andre parametre. O. Phillips
postulerte i 1958 at W(w, #) vil begrenses av bglgebrytning slik at

\Ij(w7 0) S \Ijmax(wv 9)7

og videre at vannets viskositet og lufta ikke spiller noen sentral rolle i funksjonen ¥,,... Pa
dypt vann er det derfor kun tyngdens akselerasjon, g, og vannets tetthet, p, som kan komme
inn som "andre parametre”.
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(a) For vannbglger gjelder en sammenheng som pa dypt vann i utgangspunktet kan skrives

k=fw,g,p)
Bruk dimensjonsanalyse til & bestemme formen pa denne sammenhengen.

(b) Vis ved hjelp av dimensjonsanalyse at Phillips sine postulater leder til

2

ag
\Ilmax(w, 9) = D(G)F,

der « er en konstant og vi har latt 6, = 0.

Oppgave 2

Utslipp 1 ei elv vil fraktes med strgmmen (konveksjon) og spres pa grunn av turbulens og
variende vannhastighet ("diffusjon”). For den en-dimensjonale elva vi ser pa, er middelstrgmmen
U og diffusjonskoeffisienten x.

(a) Angi uttrykket for fluksen av forurensninger under disse forutsetningene, og sett opp et
uttrykk for lengdeskalaen til utstrekningen av et instantant, punktformet utslipp etter at det
har blitt fraktet lengden L nedover elva med middelstrgmmen.

I punktet = = 0 foregar det et kontinuerlig utslipp av et stoff A slik at konsentrasjonen i elva
blir a(z,t). Stoffet A omdannes til stoffet B med konstant rate p. I en gitt mengde vann tatt
fra elva ville vi fatt

da
= —ua.

i
Stoffet B brytes i sin tur ogsa ned pa samme mate med rate .
(b) Sett opp bevarelseslovene for A og B pa integral- og differensialform.

(c) Utslippet i & = 0 foregar med konstant utslippsrate go. Se bort fra diffusjon og bestem hvor
langt nede i elva konsentrasjonen av stoffet B er pa sitt hgyeste nar vi antar at A = pu.

(Vink: Differensialligningen % + ky = e** har lgsningen y(t) = C1e™* + te™*).
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Oppgave 3
Langs en uendelig lang vei pa x-aksen kjgrer en rekke identiske biler av lengde L og med
posisjoner {z},

e <y < xy < T

Akselerasjonen til bil nr. n er bestemt av hastighetsforskjellen til bilen foran,

ot +T) Y doy,(t*)  dxj,_((t")
dt+? N dt* dt* ’

og videre er A\ gitt som

der a er en konstant.
(a) Forklar kort hva denne modellen prgver & beskrive.

(b) Vis at ved & fore inn passende skalaer for z* og t*, og etter én gangs integrasjon i t*, kan
vi skrive modellen pa formen

1

Tp—1 — Tn

atn(t+7):(1— ),xn—i—lgxnl.
Angi lgsningen nar alle bilene kjgrer med konstant avstand d, og vis at modellen leder til en
lineser sammenheng mellom bilhastighet (v) og biltetthet (p), v =1 — p.

(c) Bilene i punkt (b) kjorer med konstant avstand d = 2 nar ferste bil begynner & variere
farten slik at z1(t) = t/2 + y1(t). Dette influerer pa kjeringen bakover i kgen slik at avviket
for bil nr. n er y,,. Vis at sa lenge avvikene er sma i forhold til 1, vil vi fa fglgende lineariserte

ligning for bil nr. n:

g + Zyn(t) = 4yn—1(t)‘

Anta at y,_1(t) = Ae™' (w > 0) og at bil nr. n har kommet inn i en tilsvarende svingning,
yn(t) = Be™t. Vis at amplituden |B| > |A| hvis

cos(wt) < —2w.

(d) Angi kontinuumsmodellen som sammenhengen mellom v og p i (b) leder til. For a sjekke
modellen, tenker vi oss at vi sitter i en bil et stykke bak i kgen foran et lyskryss pa rgdt.
Lyset skifter til gront, og akkurat nar vi passerer lyskrysset, observerer vi bade avstanden til
foranliggende bil og var egen hastighet. Hva kan vi trekke ut av denne informasjonen?
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(e) Vis at modellen i (d) gir at sjokkhastigheten er gjennomsnittet av de kinematiske hastig-
hetene pa begge sider av sjokket. Skissér, uten a regne i detalj, lgsningen for ¢ > 0 av folgende
situasjon: Bak trafikklyset (z < 0) i origo star det en uendelig bilkg, og foran krysset (z > 0)
er det ingen biler. Lyset skifter til grgnt ved t = 0. Ved x = 1 er det et nytt trafikklys som
skifter fra gront for ¢ < 2 til rodt for ¢t > 2.

Oppgave 4
(a) Forklar hva som menes med stabile og ustabile likevektspunkter for en populasjonsmodell
pa formen

dP
= I(P).

Droft folgende modell for en fiskepopulasjon P der det fanges et fast kvantum h pr. tidsenhet:

dP P\ /P
Y p(1- V(1) —ho<P. <P
dt T( P0><PC ) U< te< bo

(Vink: Skissér argumentene grafisk uten & regne).

Vi modellerer Norges (uendelig lange) kyst som y-aksen og Norskehavet som omradet = > 0.
Fiskerigrensen er x = [, og utenfor fiskerigrensen ligger det tett med rov-fiskere som tar all fisk
som kommer utenfor grensen. Fiskearten vi ser pa, produseres uniformt i hele omradet, og den
er ikke en stimfisk. Innenfor fiskerigrensen er det ikke noe fiske.

(b) Angi pa stikkords form hva fglgende modell forsgker & beskrive:

oP 0*P
E—/‘iw—i‘TP(l—P),
Kk, >0,
P(l,t) =0,
oP
- (0,) =0,

(c) Vi gnsker & se hva som skjer med smd populasjoner, og gjor dette ved a drofte lgsninger
av den lineariserte modellen i (b). Diskutér dette ved & studere lgsninger péa formen

2 1
P,(z,t) = et cos (—< n;l )wx) ,n=0,1,---

for passende verdier av A,. (Lgsningene er egenfunksjoner til det lineariserte problemet).



