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Tridiagonale matriser forekommer ofte ved endelige differanser.

Tridiagonale matriser er lette & hanskes med siden det fins effektive numeriske metoder bade
for lgsning av ligningssystem og egenverdiproblem. Vi skal her se pa egenverdiproblemet for
en generell tridiagonal matrise pa formen

b

A: c '.. '.. ERme.

Vi skal lgse egenverdiproblemet
Az = Az,
hvor A € R og o = [x1,...,2,]7 # 0. Vi skriver ut egenverdiproblemet for A og far diffe-
renseligningen
cxj_1+axj+ba:j+1:)\xj, j=1....m
o =Tm+1 =0

som er ekvivalent med

ca:j,1+(a—)\)xj+b:cj+1:(), j=1....m
$0:$m+120

Vi husker fra tidligere gvinger at lgsningen av en slik ligning er uttrykt ved nullpunktene til
ligningens karakteristiske polynom, som i dette tilfellet er

p(r)=br? + (a— Nr+ec

Sa anta at nullpunktene til p er gitt ved r1 og 2. Da er lgsningen av differenseligningen gitt
ved
C— d J
xj = ary + [y
for j =0,...,m+ 1. Vi bestemmer de ukjente koeffisientene ved hjelp av initialbetingelsene:

ro=a+0=0 & B=—q,

som gir ‘ ‘
z; = a(r] —r}), j=0,....,m+1.

Videre har vi at

T+l = a(7‘§"+1 — r;n"“l) =0.
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Siden x #£ 0 ma a # 0, s vi far at
r m+1
Pt =t o () =1
T2

Vi kan eliminere ro fra denne ligningen ved identiteten

(—(a—)\)+ (a—)\)2—4bc> (—(a—)\)— (a—)\)2—4bc>
nrz = 2 2

b b
~ (a=X)? = ((a—X\)?—4bc)
B 4b?
= 3

Vi far dermed

m—+1 2 m—+1 2\ m+1
n )" (o (",
T2 rary %

Na vet vi at rgttene til et andregradspolynom generelt er komplekse, sa ligningen over kan
skrives som

i ——
= ?™(mT), s=1,...,m.

@\m‘,jw

Dermed har vi umiddelbart at de mulige nullpunktene er gitt som

C .
7"175 — 7e7m(mj»1)
b
C _; s
T2,s = \/;e ﬂHL(m_‘—l)a

hvor s =1,...,m. For hver s = 1,...,m svarer det dermed en egenverdi )¢ gitt ved ligningen

As—a
T1,s T 725 = =%

NS
V(™) 4o = Aasa
)

2\/F cos(57%y) = M5

As =a+ 2\/%008("?_“?1)

Den tilhgrende egenverdien x; ; er gitt ved

Tsj = alrg+73)

_ . (E>j/2 (em(nfil) _ e—m(nfjl))

= 2ia (Z)jﬂ sin (77"75131) ,
Ts = [(2)1/2 sin <m7T—i 1) ey (Z)m/Q sin <£T_Sl>} )

dvs

fors=1,...,m.
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EKSEMPEL: Vi skal finne egenverdiene til matrisen
A=1+rD,
hvor
D= e R,
1 -2
Sett As(A) =14+ rAs(D) for s =1,...,n, da har vi fra utledningen over at

As(D) = =2+ 2cos <n7:—81> = —4sin? (2(7er—1)> .

As(A) = 1 — 47 sin? <2(TZTJSF1)>

Dermed far vi at

fors=1,...,n.
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