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Egenverdiene til
tridiagonale matriser

Notat TMA4210

Tridiagonale matriser forekommer ofte ved endelige differanser.

Tridiagonale matriser er lette å hanskes med siden det fins effektive numeriske metoder både
for løsning av ligningssystem og egenverdiproblem. Vi skal her se på egenverdiproblemet for
en generell tridiagonal matrise på formen

A =


a b
c a b

c
. . . . . .
. . . a b

c a

 ∈ Rm×m.

Vi skal løse egenverdiproblemet
Ax = λx,

hvor λ ∈ R og x = [x1, . . . , xm]T 6= 0. Vi skriver ut egenverdiproblemet for A og får diffe-
renseligningen

cxj−1 + axj + bxj+1 = λxj , j = 1, . . . ,m
x0 = xm+1 = 0

som er ekvivalent med

cxj−1 + (a− λ)xj + bxj+1 = 0, j = 1, . . . ,m
x0 = xm+1 = 0

Vi husker fra tidligere øvinger at løsningen av en slik ligning er uttrykt ved nullpunktene til
ligningens karakteristiske polynom, som i dette tilfellet er

p(r) = br2 + (a− λ)r + c.

Så anta at nullpunktene til p er gitt ved r1 og r2. Da er løsningen av differenseligningen gitt
ved

xj = αrj
1 + βrj

2

for j = 0, . . . ,m + 1. Vi bestemmer de ukjente koeffisientene ved hjelp av initialbetingelsene:

x0 = α + β = 0 ⇔ β = −α,

som gir
xj = α(rj

1 − rj
2), j = 0, . . . ,m + 1.

Videre har vi at
xm+1 = α(rm+1

1 − rm+1
2 ) = 0.
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Siden x 6= 0 må α 6= 0, så vi får at

rm+1
1 = rm+1

2 ⇔
(

r1

r2

)m+1

= 1.

Vi kan eliminere r2 fra denne ligningen ved identiteten

r1r2 =

(
−(a− λ) +

√
(a− λ)2 − 4bc

2b

)(
−(a− λ)−

√
(a− λ)2 − 4bc

2b

)

=
(a− λ)2 − ((a− λ)2 − 4bc)

4b2

=
c

b
.

Vi får dermed (
r1

r2

)m+1

=
(

r2
1

r2r1

)m+1

=
(

r2
1
c
b

)m+1

= 1

Nå vet vi at røttene til et andregradspolynom generelt er komplekse, så ligningen over kan
skrives som

r2
1
c
b

= e2πi( s
m+1

), s = 1, . . . ,m.

Dermed har vi umiddelbart at de mulige nullpunktene er gitt som

r1,s =
√

c

b
eπi( s

m+1
)

r2,s =
√

c

b
e−πi( s

m+1
),

hvor s = 1, . . . ,m. For hver s = 1, . . . ,m svarer det dermed en egenverdi λs gitt ved ligningen

r1,s + r2,s = λs−a
b

m√
c
b(e

πi( s
m+1

) + e−πi( s
m+1

)) = λs−a
b

m
2
√

c
b cos( πs

m+1) = λs−a
b

m
λs = a + 2

√
bc cos( πs

m+1)

.

Den tilhørende egenverdien xs,j er gitt ved

xs,j = α(rj
1,s + rj

2,s)

= α
(c

b

)j/2
(eπi( js

m+1
) − e−πi( js

m+1
))

= 2iα
(c

b

)j/2
sin
(

πjs

m + 1

)
,

dvs
xs =

[(c

b

)1/2
sin
(

πs

m + 1

)
, . . . ,

(c

b

)m/2
sin
(

πms

m + 1

)]
,

for s = 1, . . . ,m.
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EKSEMPEL: Vi skal finne egenverdiene til matrisen

A = I + rD,

hvor

D =


−2 1

1
. . . . . .
. . . . . . 1

1 −2

 ∈ Rn×n.

Sett λs(A) = 1 + rλs(D) for s = 1, . . . , n, da har vi fra utledningen over at

λs(D) = −2 + 2 cos
(

πs

n + 1

)
= −4 sin2

(
πs

2(n + 1)

)
.

Dermed får vi at
λs(A) = 1− 4r sin2

(
πs

2(n + 1)

)
for s = 1, . . . , n.
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