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Oppgave 1 Vi har gitt folgende endimensjonale Poisson problem:

~Uge = [ 0 92(071) (1)
u(0) = u(l)=0. (2)

a) Anta at f(z) = z. Finn den eksakte lgsningen u(z) til Poisson problemet (1)-(2).

b) Gi en svak formulering av problemet (1)-(2).

c) Gi en diskret formulering av problemet (1)-(2) basert pa den svake formuleringen.

Anta at vi vil Igse (1)-(2) numerisk ved hjelp av elementmetoden. Anta videre at vi velger &
bruke K = 3 linezre elementer, og at elementlengden h er den samme for alle elementene.
Nummerer de globale nodene som x4, z;, 22 0og z3 der z; =ih, 1 =0,1,2,3.

d) Anta at vi bruker en nodal basis for det diskrete lgsningsrommet Xj,. lllustrer alle
basisfunksjonene. Hva er dimensjonen til X7

e) Generer det algebraiske ligningssystemet for de ukjente basiskoeffisientene. Bruk en-
punkts Gauss-kvadratur for & beregne hgyresiden. Finn alle basiskoeflisientene.

f) Sammenlign den numeriske lgsningen uy(z) i nodepunktene med den eksakte lgsningen
u(z). Forklar resultatene du finner.
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Oppgave 2

Betrakt problemet: Finn u € X slik at

a(u,v) = 1(v) Voe X (3)
der
X = {ve HY((0,1)) | v(0) =0} (4)
a(w,v) = /o (wyvy + wv)de (5)
lv) = /1 2vdz + 3v(l) . (6)

a) Finn tilsvarende differensialligning og grensebetingelser.

b) Finnes det en tilsvarende minimaliseringsformulering? I s4 fall, beskriv denne.
c) Vis at lgsningen u av (3) er entydig.

d) Formuler et diskret problem basert pa elementmetoden.

e) I hvilken forstand er den diskrete lpsningen optimal?

Oppgave 3 Betrakt problemet:

w(0) = 0 (8)
u(l) = g . 9)

Anta at vi vil lgse dette problemet numerisk ved hjelp av elementmetoden. Anta videre at
vi vil bruke bruke K elementer av orden p. Dette vil si at vi approksimerer lgsningen som
et polynom av grad p over hvert element.

a) Hvor mange kontinuitetsbetingelser er det pa grenseflaten mellom to naboelementer?

b) Hvor stort blir det globale ligningssystemet som funksjon av p og K? Kontroller
resultatet ditt forp =1 og p = 2.

c¢) Velg K = 2 og en nodal basis. Skisser alle basisfunksjonene nér p = 1. Skisser alle
basisfunksjonene nar p = 2.
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d) Anta at vi vil lgse problemet (7)-(9) numerisk for f = 0. Anta videre at vi bruker 3
linezre elementer, dvs K = 3 og p = 1. Hvor stor er feilen || u — up ||m1(q) 1 dette
spesielle tilfellet? Forklar svaret ditt.

Det resulterende algebraiske ligningssystemet vil vaere pd formen
Apup =E, (10)

Anta at vil lgse dette ligningssystemet med konjugerte gradienters metode. Det kan vises
at kondisjonstallet x(A,) = Amax(An)/Amin(Ay) til den diskrete Laplace operatoren A,
skalerer som

K(dy) ~ O(p*/h?) (11)
der h=1/K.

e) Estimer antal iterasjoner som trengs for & oppné konvergens. Kontroller svaret ditt
for p = 1.

f) Anta at vi gnsker & utvide problemet (7)-(9) til et tilsvarende todimensjonalt problem,
og at vi vil lgse dette numerisk ved & bruke K triangulere elementer med diameter
h. Anta at p = 1, dvs linezre elementer. Hvor mange iterasjoner trengs det na for a
oppnd konvergens ved bruk av konjugerte gradienters metode?

Oppgave 4 Betrakt konveksjons-diffusjons-problemet:

—KUgz +Uu;, = 0 ¢ Q=(0,L) , (12)
w©0) = 0, (13)
u(l) = 1, (14)

der k er en konstant diffusjonskoeffisient og U er en konstant konveksjonshastighet.

Anta at vi vil lgse dette problemet numerisk ved hjelp av elementmetoden. Ved bruk av
like, linezre elementer og en nodal basis fir vi en elementmatrise AF som kan skrives som

kK 1 -1 Uf-11
A”h(—l 1)+2(—11> (1)
der h er elementlengden.

a) Beskriv hvordan en typisk rad i det globale likningssystemet ser ut.

b) Antaat L = 10, k = 0.04 og U = 2. Hvor liten ma h veere for & unnga oscillasjoner i
den numeriske lgsningen? Hvor mange elementer tilsvarer dette?
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c) Hvis h er valgt liten nok slik at vi unngar oscillasjoner, vil du da anbefale & bruke en
oppstrgmsmetode for & gke ngyaktigheten til den numeriske lgsningen?
Begrunn svaret ditt.

Oppgave 5 Betrakt konveksjonsproblemet;:

ou ou _
515-+U55 = f i Q=(0,L)

u(0,t) = wu(L,t)
u(z,t=0) = up(z) .

Bruk av linezre elementer resulterer i et system av ordinare differensialligninger pa formen

du,
M_h“zi‘f + Chup = Fy

a) Anta at vi onsker & bruke en eksplisitt tidsintegrasjonsmetode. Vil du anbefale a

bruke en forlengs Euler metode for & integrere dette systemet fremover i tid?
Begrunn svaret ditt.

Lykke til!

Einar M. Rgnquist



