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Oppgave 1

a) Den tilfeldige variabelen X er kontinuerlig fordelt med sannsynlighetstetthet

fX(x) =

{
nxn−1 dersom 0 < x ≤ 1

0 ellers
.

Den kumulative fordelingsfunksjonen F er lik det bestemte integralet av sannsynlighets-
tettheten f fra −∞ til x. Siden f(x) = 0 for x ≤ 0 setter vi 0 som nedre grense for
integralet,

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ x

0
ntn−1dt = [tn]x0 = xn.

Fordelingsfunksjonen F (x) gir sannsynligheten for at X ≤ x, og kan brukes til å finne
sannsynligheten for at 1/4 < X ≤ 3/4,
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Setter vi inn n = 1 f̊ar vi
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For å bestemme medianen til X setter vi P (X ≤ a) = F (a) = 1/2, slik at

F (a) = an =
1

2
.

Medianen er alts̊a

a =

{
1/2 dersom n = 1√

2/2 dersom n = 2
.
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Forventningsverdien til X er lik integralet av xf(x) fra −∞ til ∞,

E(X) =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∫ 1

0
xnxn−1dx

=

∫ 1

0
nxndx =

n

n + 1
=

{
1/2 dersom n = 1

2/3 dersom n = 2
.

For n = 1 er medianen og forventningsverdien identiske, mens for n = 2 er medianen
størst (

√
2/2 ≈ 0.71 > 2/3).

b) Histogrammet fX(x) kan plottes p̊a følgende m̊ate:

data30=load ( ’ data30 . txt ’ ) ;
f i g u r e
histogram ( data30 , ’ Normal izat ion ’ , ’ pdf ’ )

Vi bruker her innstillingene ’Normalization’ og ’pdf’ for å f̊a et normalisert histo-
gram slik at vi kan sammenligne historgrammet med sannsynlighetstettheten fX(x).
Sannsynlighetstettheten fX(x) kan for eksempel plottes slik:

hold on
n=2;
x=l i n s p a c e ( 0 , 1 , 3 0 0 ) ;
f=n∗x . ˆ ( n−1);
p l o t (x , f )

Resultatet er vist i Figur 1. Vi ser at sannsynlighetstettheten stemmer godt overens
med histogrammet, selv om vi har f̊a observasjoner som har verdi lavere enn 0.5.

Den empiriske kumulative fordelingsfunksjonen og fordelingsfunksjonen kan plottes p̊a
følgende m̊ate:

f i g u r e
ecd f ( data30 )
hold on
F=x . ˆ n
p l o t (x ,F)

Resultatet er vist i Figur 2. Den empiriske fordelingen F̂ (x) har samme fasong som den
teoretiske fordelingen F (x), men den empiriske fordelingen tar noe lavere verdier. Andel
av observasjonene som er mellom 1

4 og 3
4 er:

mean( data30 >(1/4) & data30 <(3/4))
ans = 0.467

Kommandoen data30>(1/4) returner en vektor av lengde 30 med verdi 1 for alle obser-
vasjoner i data30 som er større enn 1

4 og 0 ellers. Tilsvarende gir data30<(3/4) 1 for alle
observasjoner mindre enn 3

4 . Merk at & er og operatoren i Matlab, dvs. den sammen-
ligner de to vektorene og returner en ny vektor av lengde 30 der hvert element har verdi
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1 dersom b̊ade data30>(1/4) og data30<(3/4) har verdi 1. Den søkte sannsynligheten
finnes ved å ta gjennomsnittet. Medianen til observasjonene er:

median ( data30 )
ans =0.775

Forventningsverdien til observasjonene er:

mean( data30 )
ans =0.724

Sammenligner vi dette med de teoretiske resultatene i a) ser vi at estimatene v̊are er i
nærheten av de teoretiske verdiene.

Figur 1: Histogram over de 30 observasjonene og sannsynlighetstettheten fX(x).

Figur 2: Empirisk kumulativ fordelingsfunksjon F̂ (x) og fordelingsfunksjonen F (x) basert p̊a
30 observasjoner

c) Vi studerer n̊a det store datasettet og gjentar deloppgave b). Vi plotter historgrammet,
sannsynlighetstettheten, den empiriske og den teoretiske kumulative fordelingsfunksjo-
nen som tidligere:
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data300=load ( ’ data300 . txt ’ ) ;

%Histogram og s a n n s y n l i g h e t s t e t t h e t :
f i g u r e
histogram ( data300 , ’ Normal izat ion ’ , ’ pdf ’ )
hold on
n=2;
x=l i n s p a c e ( 0 , 1 , 3 0 0 ) ;
f=n∗x . ˆ ( n−1)
p l o t (x , f )

%Kumulativ f o r d e l i n g :
f i g u r e
ecd f ( data300 )
hold on
F=x . ˆ n
p l o t (x ,F)

De resulterende plottene er gitt i Figur 3 og 4. Vi ser at de teoretiske fordelingene
stemmer godt overens med observasjonene. Merk at siden vi har flere observasjoner vil
Matlab øke antallet søyler/bins.

Andel av observasjonene som er mellom 1
4 og 3

4 er n̊a:

mean( data300 >(1/4) & data300 <(3/4))
ans =0.497

Medianen til observasjonene er:

median ( data300 )
ans =0.705

Forventningsverdien til observasjonene er:

mean( data300 )
ans =0.671

Vi ser at vi i dette tilfellet oppn̊ar estimater nærmere den teoretiske verdien enn i opp-
gave b). Estimatene er alts̊a nærmere de teoretiske, utregnede verdiene fra oppgave a).
Dersom man har et sett med observasjoner som er trukket fra en bestemt fordelings-
funksjon fX(x), kan man forvente at medianen og gjennomsnittet til observasjonene vil
komme nærmere og nærmere de teoretiske verdiene n̊ar størrelsen p̊a datasettet øker. I
grensen, dvs. med uendelig mange observasjoner kan en forvente å f̊a eksakt den teoretisk
verdien.

Oppgave 2

Vi ønsker å finne sannsynligheten for at summen av X og Y er mindre enn 60 minutter, alts̊a
P (X + Y ≤ 60).
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Figur 3: Histogram over de 300 observasjonene og sannsynlighetstettheten fX(x).

Figur 4: Empirisk kumulativ fordelingsfunksjon F̂ (x) og fordelingsfunksjonen F (x) basert p̊a
300 observasjoner.

Vi vet at X og Y er uavhengige, slik at f(x, y) = g(x)h(y). Dermed er simultanfordelingen
gitt ved

f(x, y) =

{
1
30 ·

1
13 for 0 < x < 30, 39 < y < 52

0, ellers

Vi observerer at hendelsen X + Y ≤ 60 vil oppst̊a hvis X tar verdier 0 < x < 60 − y, for
enhver Y , slik at 39 < y < 52. Dermed kan vi integrere simultantettheten over dette omr̊adet
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for å regne ut sannsynligheten,

P (X + Y ≤ 60) =

∫ 52

39

∫ 60−y

0
f(x, y)dxdy

=

∫ 52

39

∫ 60−y

0

1

30
· 1

13
dxdy

=

∫ 52

39

[
1

30
· 1

13
x

]60−y
0

dy

=

∫ 52

39

1

30
· 1

13
(60− y)dy

=

[
1

30
· 1

13

(
60y − y2

2

)]52
39

= 0.4833
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