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Lgsningsskisse

Oppgave 1 Det er oppgitt i oppgaveteksten at estimatoren er forventningsrett, sa vi vet
allerede at E'(jf1) = p. Variansen til fi er

2\ o2\
Var(X) + Var(Y
(n?m%) () <73+aa> ®)
_ 7006 + 0075 _ (75 + 0d) ot
(76 + 03)? (76 + 03)?
o2

2 27
7'0—1—00

Var(f)

og fordi fi er en linezerkombinasjon av normalfordelte variable, er den normalfordelt. Altsa
har vi
~ N(O7 1)7

2.2
9070

7'02+0‘g
slik at vi far et (1 — «) - 100% konfidensintervall fra

( O4/2<Z<,?1Oé/2—1—04

0272
plao— 0 70 <ii+z To
<,u Zaf2 —|—O’ <p<p /2 2+0_0

Intervallet er altsa

Oppgave 2

a) For a finne sannsynlighetstettheten til Z kan vi bruke transformasjonsformelen fra teo-
rem 7.3 i leereboka (Walpole, Myers, Myers og Ye). La Z = 2A\T = u(T'), som er en
strengt monoton og deriverbar funksjon for alle T. Vi har T = Z/(2)\) = w(Z) og
w'(Z) =1/(2X). Dette gir

—z/2

02(2) = Fw Il ()] = e ) = {37 20
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b) Vi har 2\T ~ x3. Dersom levetiden til kompononentene T; er uavhengig, kan vi bruke
folgende resultat

n n
D 2T~ xgn o =20) Ty~ X3,
=1 =1

Vi finner et 1 — o konfidensintervall fra

n
P (X%—a/2,2n < 2)‘2751' < Xi/2,2n> =l-a
i—1

2 2

X1—a/2,2n Xa/2,2n

Pl =< A< -—=Ff—]|=1-«
(22?:1 2 23 i ti

c) Vi kan evaluere sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren som oppgitt i oppgaven, \ =
500/ 320 T;, pa folgende mate i Matlab:

ct
|

= load(’levetider.txt’); % laste inn data
length(t); % antall observasjoner

=]
]

lambdahat = n / sum(t); % regne ut SME
fprintf (’SME = %.4f\n’,lambdahat) % skrive SME til konsoll

Vi far at A = 0.0097. Alternativt kunne vi ha brukt den innebygde Matlab-funksjonen
expfit(t) - merk at denne finner SME til forventningsverdien 1/, ikke raten A som
vi bruker her.

Fra oppgave b) har vi at 2\ Z?’g‘{ T; ~ X300+ Vi kan derfor regne ut konfidensintervallet

(2
som fglger:

alpha = .1; %
df = 2*n; % antall frihetsgrader
sum_t = sum(t);

%, Beregne grenser

nedre_grense = chi2inv(alpha/2, df) / (2 * sum_t);
ovre_grense = chi2inv(1l-alpha/2, df) / (2 * sum_t);
konf_int = [nedre_grense, ovre_grense];

konf_int=sprintf(’%d ’, konf_int);
fprintf (’Konfidensintervall: %s\n’, konf_int)

Vi far folgende 90% konfidensintervall for A: [0.0090, 0.0104].

Oppgave 3
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a) Kumulativ fordeling:

Bruk substitusjonen u = s med du = 2sds:

x xX 25 7£
P(X<z) = / f(s)ds = [ —e dds
0 o ¢
2
1l w1’
= / —e~odu = [—6_5}
0 0 0
22
= 1 — 677
Betinget fordeling:
12
Viharat P(X >z)=1-P(X <z)=e 7.
P(X >15NnX > 10) P(X > 15)
P(X >15|X >10) = = —=
(X > 151X > 10) P(X > 10) P(X > 10)
e 12552
T
e 25
0.000123
= — ~0.0067.
0.0183 —_—
b) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved:
L(O;x1,...;xy) = f(x1, .oy T3 0)
= f(21;0) - f(wn;0)
21"1 ,ﬁ an 7ﬁ
= — 0 v — 2]

g ¢ 9

Tar logaritmen:

1(0;21,...,xy) = In[L(0)]

2 1
=nln <0> —|—ln(;1¢1---;1:n)—9;:;3312

1 n
=nln(2) —nn(d) + In(z1---z,) — 7 fo
i=1
Finn maksimumspunkt ved a derivere In-rimelighetsfunksjonen og sette lik 0.

l 1 1 «—
%|9:§:0—n7+0+—2x3:0
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SME for 6 blir da § = 1 3" | x2.

Viser at 0 er forventningsrett:

n

i = By x = Ly e -

i=1 =1

For & regne ut variansen til 0 trenger vi forst variansen til X2. La Y = X?2. Bruker at
Var[Y] = E[Y?] — E[Y]?. Dermed er

Var[X?] = Var[Y]

= E[Y?] - E[Y]?
= E[XY] - E[X?)?
= 207 — 2

= 6%

Da far vi:
2
—

X 1 @ 1 & 0
Var[f] = Var[~ > X7 = —~ > Var[X7] =
=1 =1

c) Sentralgrenseteoremet sier at hvis Y7, ..., Y, er uavhengige og identisk fordelte, sa er
gjennomsnittet tilnsermet normalfordelt. Mer presist er

7 =

=

\/ Var[Y]

tilneermet standard normalfordelt nar n er stor (;30). I vart tilfelle er Y; = Xf uavhen-
gige og Y = 13" X2 = §. Videre er som funnet i forrige punkt (3b), E(Y) = 6 og
Var(Y) = %. Dermed blir
i i XP -0

02

n

7 =

tilnsermet normalfordelt nar n er stor.
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Vi finner sa et 95% konfidensintervall med o = 0.05. Sett ¥ = 1 " | X2 Bruker at

Et tilnsermet 95% konfidensintervall for 8 blir da

1 n 2 1 n 2
n Zi:l Xi n Zi:l Xi
1+ 20.025 1 — 20.025

Jn

Siden p = ¢~ er en monotont stigende funksjon av 6, har vi at

1 n 2 1 n 2
Pr 7521 1 Xi <fp< ne=i=l i1 A7 ~1l—a
zZa — — zZa
I+ ~

100 100 __ 100
Et tilnsermet 95% konfidensintervall for e~ ¢ blir da {e oL e U ]

Oppgave 4

a) Den kumulative fordelingsfunksjonen F(x) = P(X < x) beregner vi ved a integrere
sannsynlighetstettheten f(z). Dvs.

/ F(t)dt = /mﬂldt B—B[ K:(—l)[afﬁ—l}zl—x_ﬁ.

Sannsynligheten for at det gar mer enn 2 uker mellom to pafglgende feil, nar 5 = 3, er

P(X>2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1-2")=23=0.125
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Sannsynligheten for at nettet svikter fgr det er gatt 3.5 uker, gitt at det har gatt minst
2 uker siden siste feil, er (med 5 = 3)

P(X<35|X>9) — PXS350X>2) P <35) - PX <2)

P(X >2) P(X >2)
F(35)—F(2) (1-353)—(1-27%)
1-F(2) 0.125 = 0813

b) Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, SME for f:

Simultantettheten for X1,..., X, er f(x1,...,2n; ) vavh. [T, flxs; 8) =11, ﬁm;ﬁfl.
Rimelighetsfunksjonen er simultanfordelingen sett pa som funksjon av 3, og kan skrives

som
n

L(zy,....an;8) = " [[ o7

i=1
SME er den verdien for § som maksimerer L(z1,...,Z,;/3). Denne verdien finner vi ved
forst & ta logaritmen, sa derivere og sette lik O:

Wxy,y...,zn;8) = In(L(z1,...,24;6)) = In (,B”H%B1>
=1

= In(8") +In (ﬁ a:ﬂl)

i=1

= nln(g +Z (B+1)In(x;)) = nln(B) — (B+1) Zln xi)

dl(xlv"'axn;/ﬁ) _n N
7 = B—Zln(xz) =0
n
ST S ()

Dette gir at SME for g er
n

Z:‘L:l In Xz '

Nar vi setter inn de observerte verdiene far vi fglgende estimat for (:

f=p=

. N n 10
f=h S* o Inz;  3.39 %

c) Vi skal forst vise at 23 In(X;) er kjikvadratfordelt med 2 frihetsgrader (som er det sam-
me som en eksponensialfordeling).
La Y; = 261In(X;). Vi kan finne sannsynlighetsfordelingen til Y; ved & bruke transfor-
masjonsformelen (vi ser her bort fra indeksen ¢ i utledningen). La

= wu(x) = 281In(x), slik at

)-

o= wly) = el
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La fy(y) veere sannsynlighetstettheten til Y. Transformasjonsformelen sier da at

fy(w) = fx(w(y))w'(y)].

Vi deriverer w(y) og far w'(y) = % exp( 5) Sannsynlighetstettheten til Y blir da
_ )| = Yy LY
Frly) = fxw@)iw @l = Blexp(o7))" 55 explyg)
1 1
= o8- Dy5)en(ys) = gep(-Bys — 55+ 50)
1 y
= Sen(-Y)
Uttrykket for fy(y) kan skrives
1 /21 g ( Y
fY(y) - 22/2F(2/2)y2 2 leXp( 2)7

siden I'(2/2) = I'(1) = 1. Dette er sannsynlighetstettheten for en kjikvadratfordelt
stokastisk variabel med 2 frihetsgrader. Dermed har vi vist at ¥; = 281In(X;) er kjik-
vadratfordelt med 2 frihetsgrader, dvs. Y; ~ x3.

La Z=28%"" In(X;). Med Y; = 26 In(X;) har vi at

n n

Z=28) In(X;) =) 28In(X;) =) V.
=1

i=1 i=1

Vi har vist at Y; ~ x3, og siden en sum av uavhengige kjikvadratfordelte stokastiske
variabler er kjikvadratfordelt, med summen av frihetsgradene, er Z = 25> | In(X;)
kjikvadratfordelt med )" ; 2 = 2n frihetsgrader.

Konfidensintervall for 3:

Vi bruker at Z =283"" | In(X;) ~ x3,. La o = 0.05. Vi far da at

2 2
P(xi_ a/2 on <Z <Xgjaom) = l-o
P(xi_ a/22n<2521n <Xa/22n) = l-a
=1
X X
( 1—a/2,2n <8 a/2,2n - 1—-a

25 (X, T2 In(Xy)

Et 95% konfidensintervall for 8 blir da

2
X1-o0.
[ 1-0.025,2n <B<

2370 In(z;)
Insatt observerte verdier far vi

9.591 <B< 34.170
2-3.39 2-3.39

X(2).025,2n
2370 In(x;)

] = [1.41,5.04].
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Oppgave 5 Dekningssannsynlighet for konfidensintervall
a) Utvalgsgjennomsnittet X er normalfordelt,
2
X~N <u, 0)
n
Videre er (n — 1)S? kjikvadratfordelt,
n
(n—1)8% = 3 (Xi - X2 ~ 2y
i=1
Vi far dermed en t-fordelt tilfeldig variabel ved a ta
X - EB(X X —
T = (7) = 5 a ~tp—1.
\/Var(X) V82 /n
Vi kan da skrive
P(—tn-1005 <T <tp-1,005) = 0.9
X —
P —th-1,005 < a <tn-1,005 | =09
V/S?%/n
. 2 o S2
Pl X —th-1005-\/ —<pu<X+th_1005-1/— | =09.
n n
b) Trekker en vektor med n uavhengige, normalfordelte elementer x1, ..., z, ved hjelp av

normrnd. Regner sa ut Z og s2. Regner til slutt ut L og U.

mu = 3;
sig = 2;
n = 10;

x = normrnd(mu,sig, [n,1]);

xbar = sum(x)/n;

ssq = sum((x-xbar)."2)/(n-1);
qt = icdf(’°t’,0.95,n-1);

L = xbar - qt*sqrt(ssq/n);

U = xbar + qt*sqrt(ssq/n);

Sjekker om g er inneholdt i intervallet ved & evaluere folgende uttrykk.
(L <= mu) & (mu <= V)

c) Setter koden fra punkt a) inn i en for-lgkke som gar fra 1 til 10 000, og inkrementerer
tellevariabelen inCount nar et konfidensintervall inneholder p.

B = 10000;
inCount = O;
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for

end

b
X

1:B

normrnd (mu,sig, [n,1]);
xbar = sum(x)/n;

ssq = sum((x-xbar)."2)/(n-1);
qt = icdf(’t’,0.95,n-1);

L = xbar - qt*sqrt(ssq/n);

U = xbar + qt*sqrt(ssq/n);

if (L <= mu) & (mu <= U)
inCount = inCount + 1;

end

Skriver ut den empiriske dekningssannsynligheten med fglgende kommando.

fprintf (’Empirisk dekningssannsynlighet: %.4f\n\n’,inCount/B)

Denne blir nser 0.9.
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