
Norges teknisk-naturvitenskapelige universitet
Institutt for matematiske fag

TMA4240 Statistikk

Høst 2018

Anbefalt øving 10
Løsningsskisse

Oppgave 1 Det er oppgitt i oppgaveteksten at estimatoren er forventningsrett, s̊a vi vet
allerede at E(µ̂) = µ. Variansen til µ̂ er

Var(µ̂) =

(
τ20

τ20 + σ20

)2

Var(X) +

(
σ20

τ20 + σ20

)2

Var(Y )

=
τ40σ

2
0 + σ40τ

2
0

(τ20 + σ20)2
=

(τ20 + σ20)τ20σ
2
0

(τ20 + σ20)2

=
τ20σ

2
0

τ20 + σ20
,

og fordi µ̂ er en lineærkombinasjon av normalfordelte variable, er den normalfordelt. Alts̊a
har vi

Z =
µ̂− µ√
σ2
0τ

2
0

τ20+σ
2
0

∼ N(0, 1),

slik at vi f̊ar et (1− α) · 100% konfidensintervall fra

P (−zα/2 ≤ Z ≤ zα/2) = 1− α

P

(
µ̂− zα/2

√
σ20τ

2
0

τ20 + σ20
≤ µ ≤ µ̂+ zα/2

√
σ20τ

2
0

τ20 + σ20

)
= 1− α.

Intervallet er alts̊a [
µ̂− zα/2

√
σ20τ

2
0

τ20 + σ20
, µ̂+ zα/2

√
σ20τ

2
0

τ20 + σ20

]
.

Oppgave 2

a) For å finne sannsynlighetstettheten til Z kan vi bruke transformasjonsformelen fra teo-
rem 7.3 i læreboka (Walpole, Myers, Myers og Ye). La Z = 2λT = u(T ), som er en
strengt monoton og deriverbar funksjon for alle T . Vi har T = Z/(2λ) = w(Z) og
w′(Z) = 1/(2λ). Dette gir

gZ(z) = f(w(z))|w′(z)| = λe−λ(z/(2λ))(1/(2λ)) =

{
1
2e
−z/2 , z > 0

0 , ellers
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b) Vi har 2λT ∼ χ2
2. Dersom levetiden til kompononentene Ti er uavhengig, kan vi bruke

følgende resultat
n∑
i=1

2λTi ∼ χ2∑n
i=1 2

= 2λ
n∑
i=1

Ti ∼ χ2
2n

Vi finner et 1− α konfidensintervall fra

P

(
χ2
1−α/2,2n < 2λ

n∑
i=1

ti < χ2
α/2,2n

)
= 1− α

P

(
χ2
1−α/2,2n

2
∑n

i=1 ti
< λ <

χ2
α/2,2n

2
∑n

i=1 ti

)
= 1− α

P

(
χ2
0.95,20

2 · 6430.2
< λ <

χ2
0.05,20

2 · 6430.2

)
= 0.90

P

(
10.851

12860.4
< λ <

31.410

12860.4

)
= 0.90

P
(
8.438 · 10−4 < λ < 24.424 · 10−4

)
= 0.90

S̊a et 90% konfidensintervall for λ er (8.438 · 10−4, 24.424 · 10−4).

Oppgave 3

a) Estimatoren for avstanden a er gjennomsnittet av uavhengige identisk fordelte m̊alinger,
n(x; a, σG).

E(â) =
1

n

n∑
i=1

E(Xi) =
1

n

n∑
i=1

a = a.

Var(â) =
1

n2

n∑
i=1

Var(Xi) =
1

n2

n∑
i=1

σ2G =
σ2G
n
.

Estimatoren er en lineærkombinasjon av Gaussiske (Normalfordelte) tilfeldige variable,
og er derfor Gaussisk; n(â; a, σG√

n
).

b) Siden standardavviket σG er ukjent, er T = â−a
SG/
√
n

t-fordelt med n − 1 frihetsgrader.

Dermed er

Pr(−tn−1,0.025 < T < tn−1,0.025) = 0.95

Pr(−tn−1,0.025 <
â− a
SG/
√
n
< tn−1,0.025) = 0.95

Pr(â− tn−1,0.025
SG√
n
< a < â+ tn−1,0.025

SG√
n

) = 0.95.

Da er et 95% konfidensintervall for a gitt ved
[
â− tn−1,0.025 SG√n , â+ tn−1,0.025

SG√
n

]
.
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Oppgave 4

a) Kumulativ fordeling:

Bruk substitusjonen u = s2 med du = 2sds:

P (X ≤ x) =

∫ x

0
f(s)ds =

∫ x

0

2s

θ
e−

s2

θ ds

=

∫ x2

0

1

θ
e−

u
θ du =

[
−e−

u
θ

]x2
0

= 1− e−
x2

θ

Betinget fordeling:

Vi har at P (X > x) = 1− P (X ≤ x) = e−
x2

θ .

P (X > 15|X > 10) =
P (X > 15 ∩X > 10)

P (X > 10)
=
P (X > 15)

P (X > 10)

=
e−

152

25

e−
102

25

=
0.000123

0.0183
≈0.0067.

b) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved:

L(θ;x1, ..., xn) = f(x1, ..., xn; θ)

= f(x1; θ) · · · f(xn; θ)

=
2x1
θ
e−

x21
θ · · · 2xn

θ
e−

x2n
θ

=

(
2

θ

)n
· (x1 · · ·xn) · e−

1
θ

∑n
i=1 x

2
i .

Tar logaritmen:

l(θ;x1, ..., xn) = ln [L(θ)]

= n ln

(
2

θ

)
+ ln(x1 · · ·xn)− 1

θ

n∑
i=1

x2i

= n ln(2)− n ln(θ) + ln(x1 · · ·xn)− 1

θ

n∑
i=1

x2i .

Finn maksimumspunkt ved å derivere ln-rimelighetsfunksjonen og sette lik 0.

∂l

∂θ
|
θ=θ̂

= 0− n1

θ
+ 0 +

1

θ2

n∑
i=1

x2i = 0

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

x2i .
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SME for θ blir da θ̂ = 1
n

∑n
i=1X

2
i .

Viser at θ̂ er forventningsrett:

E[θ̂] = E[
1

n

n∑
i=1

X2
i ] =

1

n

n∑
i=1

E[X2
i ] =

1

n

n∑
i=1

θ = θ.

For å regne ut variansen til θ̂ trenger vi først variansen til X2. La Y = X2. Bruker at
Var[Y ] = E[Y 2]− E[Y ]2. Dermed er

Var[X2] = Var[Y ]

= E[Y 2]− E[Y ]2

= E[X4]− E[X2]2

= 2θ2 − θ2

= θ2.

Da f̊ar vi:

Var[θ̂] = Var[
1

n

n∑
i=1

X2
i ] =

1

n2

n∑
i=1

Var[X2
i ] =

θ2

n
.

c) Sentralgrenseteoremet sier at hvis Y1, ..., Yn er uavhengige og identisk fordelte, s̊a er
gjennomsnittet tilnærmet normalfordelt. Mer presist er

Z =
Ȳ − E[Ȳ ]√

Var[Ȳ ]

tilnærmet standard normalfordelt n̊ar n er stor (¿30). I v̊art tilfelle er Yi = X2
i uavhen-

gige og Ȳ = 1
n

∑n
i=1X

2
i = θ̂. Videre er som funnet i forrige punkt (3b), E(Ȳ ) = θ og

Var(Ȳ ) = θ2

n . Dermed blir

Z =
1
n

∑n
i=1X

2
i − θ√

θ2

n

tilnærmet normalfordelt n̊ar n er stor.
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Vi finner s̊a et 95% konfidensintervall med α = 0.05. Sett Ȳ = 1
n

∑n
i=1X

2
i . Bruker at

1− α ≈ Pr
(
−zα

2
≤ Z ≤ zα

2

)
= Pr

−zα
2
≤ Ȳ − θ√

θ2

n

≤ zα
2


= Pr

(
−
zα

2√
n
≤ 1

θ
Ȳ − 1 ≤

zα
2√
n

)
= Pr

(
1−

zα
2√
n
≤ 1

θ
Ȳ ≤ 1 +

zα
2√
n

)

= Pr

 1

1 +
zα
2√
n

≤ θ

Ȳ
≤ 1

1−
zα
2√
n


= Pr

 Ȳ

1 +
zα
2√
n

≤ θ ≤ Ȳ

1−
zα
2√
n


Et tilnærmet 95% konfidensintervall for θ blir da[

1
n

∑n
i=1X

2
i

1 + z0.025√
n

,
1
n

∑n
i=1X

2
i

1− z0.025√
n

]

Siden p = e−
100
θ er en monotont stigende funksjon av θ, har vi at

Pr

 1
n

∑n
i=1X

2
i

1 +
zα
2√
n

≤ θ ≤
1
n

∑n
i=1X

2
i

1−
zα
2√
n

 ≈ 1− α

m

Pr

(
e
− 100

θ̂L ≤ e−
100
θ ≤ e

− 100

θ̂U

)
≈ 1− α

Et tilnærmet 95% konfidensintervall for e−
100
θ blir da

[
e
− 100

θ̂L , e
− 100

θ̂U

]

Oppgave 5

a) Den kumulative fordelingsfunksjonen F (x) = P (X ≤ x) beregner vi ved å integrere
sannsynlighetstettheten f(x). Dvs.

F (x) =

∫ x

−∞
f(t)dt =

∫ x

1
βt−β−1dt = β

1

−β

[
t−β
]x
1

= (−1)
[
x−β − 1

]
= 1− x−β.

Sannsynligheten for at det g̊ar mer enn 2 uker mellom to p̊afølgende feil, n̊ar β = 3, er

P (X > 2) = 1− P (X ≤ 2) = 1− F (2) = 1− (1− 2−β) = 2−3 = 0.125
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Sannsynligheten for at nettet svikter før det er g̊att 3.5 uker, gitt at det har g̊att minst
2 uker siden siste feil, er (med β = 3)

P (X ≤ 3.5 | X > 2) =
P (X ≤ 3.5 ∩X > 2)

P (X > 2)
=

P (X ≤ 3.5)− P (X ≤ 2))

P (X > 2)

=
F (3.5)− F (2)

1− F (2)
=

(1− 3.5−3)− (1− 2−3)

0.125
= 0.813

b) Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, SME for β:

Simultantettheten for X1, . . . , Xn er f(x1, . . . , xn;β)
uavh.
=

∏n
i=1 f(xi;β) =

∏n
i=1 βx

−β−1
i .

Rimelighetsfunksjonen er simultanfordelingen sett p̊a som funksjon av β, og kan skrives
som

L(x1, . . . , xn;β) = βn
n∏
i=1

x−β−1i .

SME er den verdien for β som maksimerer L(x1, . . . , xn;β). Denne verdien finner vi ved
først å ta logaritmen, s̊a derivere og sette lik 0:

l(x1, . . . , xn;β) = ln (L(x1, . . . , xn;β)) = ln

(
βn

n∏
i=1

x−β−1i

)

= ln(βn) + ln

(
n∏
i=1

x−β−1i

)

= n ln(β) +
n∑
i=1

(−(β + 1) ln(xi)) = n ln(β)− (β + 1)
n∑
i=1

ln(xi)

dl(x1, . . . , xn;β)

dβ
=

n

β
−

n∑
i=1

ln(xi) = 0

β =
n∑n

i=1 ln(xi)

Dette gir at SME for β er

β̂ = β̂1 =
n∑n

i=1 lnXi
.

N̊ar vi setter inn de observerte verdiene f̊ar vi følgende estimat for β:

β̂ = β̂1 =
n∑n

i=1 lnxi
=

10

3.39
= 2.95.

c) Vi skal først vise at 2β ln(Xi) er kjikvadratfordelt med 2 frihetsgrader (som er det sam-
me som en eksponensialfordeling).
La Yi = 2β ln(Xi). Vi kan finne sannsynlighetsfordelingen til Yi ved å bruke transfor-
masjonsformelen (vi ser her bort fra indeksen i i utledningen). La

y = u(x) = 2β ln(x), slik at

x = w(y) = exp(
y

2β
).
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La fY (y) være sannsynlighetstettheten til Y . Transformasjonsformelen sier da at

fY (y) = fX(w(y))|w′(y)|.

Vi deriverer w(y) og f̊ar w′(y) =
1

2β
exp(

y

2β
). Sannsynlighetstettheten til Y blir da

fY (y) = fX(w(y))|w′(y)| = β(exp(
y

2β
))−β−1

1

2β
exp(

y

2β
)

=
1

2
exp((−β − 1)

y

2β
) exp(

y

2β
) =

1

2
exp(−β y

2β
− y

2β
+

y

2β
)

=
1

2
exp(−y

2
).

Uttrykket for fY (y) kan skrives

fY (y) =
1

22/2Γ(2/2)
y2/2−1 exp(−y

2
),

siden Γ(2/2) = Γ(1) = 1. Dette er sannsynlighetstettheten for en kjikvadratfordelt
stokastisk variabel med 2 frihetsgrader. Dermed har vi vist at Yi = 2β ln(Xi) er kjik-
vadratfordelt med 2 frihetsgrader, dvs. Yi ∼ χ2

2.

La Z = 2β
∑n

i=1 ln(Xi). Med Yi = 2β ln(Xi) har vi at

Z = 2β
n∑
i=1

ln(Xi) =
n∑
i=1

2β ln(Xi) =
n∑
i=1

Yi.

Vi har vist at Yi ∼ χ2
2, og siden en sum av uavhengige kjikvadratfordelte stokastiske

variabler er kjikvadratfordelt, med summen av frihetsgradene, er Z = 2β
∑n

i=1 ln(Xi)
kjikvadratfordelt med

∑n
i=1 2 = 2n frihetsgrader.

Konfidensintervall for β:

Vi bruker at Z = 2β
∑n

i=1 ln(Xi) ∼ χ2
2n. La α = 0.05. Vi f̊ar da at

P (χ2
1−α/2,2n < Z < χ2

α/2,2n) = 1− α

P (χ2
1−α/2,2n < 2β

n∑
i=1

ln(Xi) < χ2
α/2,2n) = 1− α

P (
χ2
1−α/2,2n

2
∑n

i=1 ln(Xi)
< β <

χ2
α/2,2n

2
∑n

i=1 ln(Xi)
) = 1− α

Et 95% konfidensintervall for β blir da[
χ2
1−0.025,2n

2
∑n

i=1 ln(xi)
< β <

χ2
0.025,2n

2
∑n

i=1 ln(xi)

]
Insatt observerte verdier f̊ar vi[

9.591

2 · 3.39
< β <

34.170

2 · 3.39

]
= [1.41, 5.04].
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