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Lgsningsskisse

Oppgave 1

a) En rimelig estimator for forventningsverdien yu er gjennomsnittet

5
Z Xi?
=1

som vil veere normalfordelt med forventningsverdi E(X) = p og varians Var(X) = 02/5.
En rimelig estimator for variansen er

5
1 _
5% = i > (X - X)?,
=1

X =

o] =

som har forventningsverdi E(S?) = o2. Observasjonene 1, ..., s i tabellen gir estima-
tene
1 1g
T=c Z;x —4.9540 og %= i Z;(a: — ) = 0.3440.
1= 1=

b) For a utlede et konfidensintervall for p tar vi utgangspunkt i den tilfeldige variabelen
X-—p
= = ~
som er standard normalfordelt, siden X ~ N(u,0%/5). Nar den ukjente variansen o
byttes ut med estimatoren 52, fir vi observatoren

N(0,1)

2

X —
T==_"K 4
\/S2/5
som er t-fordelt med 5 — 1 = 4 frihetsgrader. Vi gnsker et 95% konfidensintervall for p,

og trenger derfor 0.975-kvantilen i t-fordelingen med 4 frihetsgrader, som er tg.0254 =
2.7764. Konfidensintervallet kan na konstrueres som fglger,

P(—t0‘02574 <T< t0,025,4) =1-2-0.025=0.95

X —p
P (750.025,4 < \/T/E) < ?50.025,4> =0.95

. S2 — S2
P X —t0025.4- <p < X +1o.0254 - = 0.95.

5 5
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Nar tallverdier settes inn far vi intervallet

0.3440

2
T+ t0.025.4 - A/ % — 4.9540 + 2.7764 - — [4.2258,5.6822).

Anta at vi skal teste nullhypotesen Hy : p = po mot den alternative hypotesen Hj :
W #~ po. Vi bruker testobservatoren

X — o
\/52/5

som i likhet med T er t-fordelt med 4 frihetsgrader (for puy = p har vi 7o = T'). Pa
signifikansniva 5% vil vi beholde Hy hvis vi observerer —tg 9254 < T < tp.025,4. Ellers
forkastes Hy. Akseptansekriteriet for Hy er dermed

Ty =

X — po
—10.025,4 < < 10.025,4
\V/S?%/5

eller, om vi isolerer pg i midten,

_ S2 _ S2
X —10.0254 + <o <X + 10,0254 R

som er identisk med 95% konfidensintervallet over. For en gitt verdi av pg kan altsa
konfidensintervallet brukes til a teste Hy mot H; pa signifikansniva 5%, ved a beholde
nullhypotesen kun dersom g er inneholdt i intervallet.

Oppgave 2

a) Sannsynligheten for a fa 5 kron er

1
P(5 kron) = 55 = 1/32 = 0.031.

Sannsynligheten for a fa 3 kron er lik punktsannsynligheten P(X = 3) der X er binomisk
fordelt med parametre n =5 og p = 0.5, altsa

5

P(X =3) = (3) 0.5%-(1-0.5)°"3=10-0.5%-0.5% = 0.3125.

Fire kron pa rad kan inntreffe pa 3 forskjellige mater: Kron pa alle 5 kastene, kron pa de
forste 4 kastene, og mynt pa siste, eller mynt pa forste kast og kron pa de 4 siste. Antall
mulige utfall av de fem kastene er 2° = 32, og alle er like sannsynlige, si sannsynligheten
for a fa fire kron pa rad er

P(4 kron pa rad) = 33—2 = 0.0938.
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b) Sannsynligheten for at lengste sekvens har lengde 5 eller 6 kan anslas ved a regne ut
andelen utfall hvor lengste sekvens var pa 5 eller 6 kast, av de 10000 simulasjonene. Fra
figuren leser vi av at lengste sekvens hadde lengde 5 i omtrent 2700 tilfeller, og lengde
6 i omtrent 1700 tilfeller, og vi far estimatet

2700 + 1700

P(5 eller 6) = 10000

= 0.44.

I Miriams myntkastsekvens har den lengste uavbrutte sekvensen av kron lengde 2. For
en tilfeldig generert myntkastsekvens av lengde 30, vil lengden av lengste uavbrutte
sekvens av kron ha en sannsynlighetsfordeling som er sveert lik den i figuren. At denne
lengden er sa lav som 2 er ganske usannsynlig, og Miriams myntkastsekvens er dermed
mistenkelig.

Vi vil teste nullhypotesen
Hy : Sekvensen er tilfeldig generert
mot den alternative hypotesen
H; : Sekvensen er ikke tilfeldig generert.

Vi antar at under nullhypotesen er lengden av lengste sammenhengende sekvens av kron
fordelt som i figuren. For & avgjere om nullhypotesen skal forkastes eller ikke, regner vi
ut p-verdien, altsa sannsynligheten for & observere et like ekstremt eller mer ekstremt
utfall. Her er dette lik sannsynligheten for at lengste uavbrutte sekvens av kron er 0, 1
eller 2. Utfra figuren ser det ut som om antall utfall i sgylene for 0, 1 og 2 er henholdsvis
0, 0 og 25. Vi far dermed fglgende estimat for p-verdien:

—

P(0, 1 eller 2) = = 0.0025.

10000

Dette er en lav p-verdi som tilsier at nullhypotesen forkastes f.eks. pa signifikansniva
0.05. Det er altsa grunn til & hevde at Miriam har funnet pa tallene.

Oppgave 3

a) For at X skal veere tilnsermet binomisk fordelt ma en ha at N >> n slik at det ikke
betyr noe at samme person ikke vil bli spurt mer enn en gang.

P(X =9) = (g) 0°(1 — 0)" 9 = <290> 0.5%(1 — 0.5)2079 = 0.1602

P(X>9)=1-P(X <9) "1 0412 = 0.588

P(X X <12 P10 < X <12
P(X>9x<12) = ZX>9NX<1Y) PAOS X <12)

P(X <12) P(X <12)
_ P(X <12) = P(X <9) taben 0.868 —0.412 0.525
N P(X <12) B 0.868 ——
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b) X ~ b(x;n,0)

L) =P(X =x) = <Z> 6°(1 — 6)"—*

16) = In (Z) + 2lnb + (n — 2)In(1 — 0)

, 71 B 1 T n—uw
l(9)—m9+(n x)l_a( 1)—9 T g
I'0)=0
|2
T _n-zx
6 1-6
z(1—6)=46(n—x)
Tz —x6 =60n — 0x
g="2
n
dvs. SME eré:%
A X 1 1

Var(f) = Var (f) = %Var(X) = %n&(l _g = 1=9)

) Ho:0=31mot Hy : 01

Benytter testobservator

X —nt
Z = 2~ N(z0,1)
ny(l—3)
nar Hy er riktig.
Dvs. forkaster Hy dersom
7 < —z2 eller 2 > za
|}
n n
X_§<—za eller X_§>Za
NG 3 NG 3
2 2
Innsatt tall:
Observert verdi av testobservator:
2562 — 5000
_ 2 _
7 = NG =1.75
2
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a = 0.10 gir za = 1.645

Dvs. forkaster Hy og erklzerer G som vinner av valget.

Oppgave 4

a)

Forventingsverdien til & er

8

(1 g _ 8a
E(@)=E §ZDZ- _gz:E(Di)_?_a,

=1

hvor vi bruker at F(D;) = E(a+¢€;) = E(a) + E(e;) = a, fordi E(e;) = 0. Variansen til

Q er
8 2
Var(a& Var( E D) 825 Var(D;) = 01 :%7

hvor vi bruker at Var(D;) = Var(a+e¢;) = Var(a)+ Var(e;) = o7, siden « er en konstant,
og Var(e;) = o?.

Dybdemalingene D1, Do, ..., Dg er normalfordelte. Estimatoren & er en lineserkombi-
nasjon av disse. Derfor er & normalfordelt, & ~ N(a, 0%/8). Merk at selv om vi vet at
estimatoren er normalfordelt, sa kjenner vi ikke parametrene i fordelingen, derfor kan
vi ikke ta utgangspunkt i normalfordelingen hvis vi skal gjgre inferens om «. Det at

variansen o? er ukjent, gjor at vi i stedet ma basere oss pa t-fordelingen.

Vi gnsker et 95% konfidensintervall for dypet «. Vi vet fra a) at estimatoren & er nor-
malfordelt med forventningsverdi o og varians 0% /8, slik at den normaliserte variabelen

a— E(a) _ G-a
VVar(a)  +/o?/8

er standard normalfordelt. Siden variansen o3 er ukjent bytter vi den ut med estimatoren

2 1 g 2L ;
S:?Z(Di—a):? Z - ZD ,

og far T-observatoren
a—a«a

S52/8
som er t-fordelt med 8 — 1 = 7 frihetsgrader. Et 95% konfidensintervall for T' gis da av

P(—t0_02577 <T< t0.02577) =1-2-0.025=0.95

eller, uttrykt ved «,

(0]
P(—to.025,7 <

I < t0.025,7) = 0.95,
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hvor 29,0257 = 2.3646 er 0.975-kvantilen i t-fordelingen med 7 frihetsgrader. Punktesti-
matet for o og estimatet for variansen blir

8
1 22.44
V==Y di= =2
a=g §‘: . 8050

og
22.442

} = 0.0103

8 WA 2 1
§ d? — = § d; == 163.0162 —
=1 ' 8 <i:1 ) 7 [

hvor EZ 1 d; og ZZ 1d? er hentet fra oppgaveteksten. Med disse tallverdiene far vi
folgende 95% konfidensintervall for «,

2 0.0103
& % to.025.7 - \/% = 2.8050 £ 2.3646 - |/ =~ — = [2.7202, 2.8808].

c) Vi forutsetter at bruddet er i posisjon I, = 10.0, og kan derfor sette ; < I} for de fem

fgrste observasjonene D1, ... D5, og l; > [, for de tre siste observasjonene Dk, ..., Dsg.
Den antatte modellen kan dermed forenkles til
D, — a+ € forzizl,...,5
a—pPB+e¢ fori=6,...,8
w.i.f.
hvor €1, €2,...,e5 ~ N(0,032).

Rimelighetsfunksjonen for o og 3 er

8 5 8
1 (di—a)Q 1 — 5tz (di—(a—p))?
L(Oé,ﬁ) = f d“a,ﬂ : € 272 ’
21_[1 Zl_Il \/27r02 1115 271'0%

og log-rimelighetsfunksjonen er

5 o 1 , 3 o 1
0, B) = log (. §) = ~3log(2n0) =5 3 3 (di=a)' =3 log(2no})—5 5

og
8

2> (di—a+B).

=6

ot _ 1
op 203

Setter vi begge de partiellderiverte lik null, far vi likningene

8 8

> di—8a+33=0 og » di—3a+33=0.

i=1 1=6
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Likningen til hgyre gir
8
38 =3a— Y d;.
i=6

og setter vi dette inn i likningen til venstre, far vi

8 8
Zdi—8a—|—3a—2dizo
=1 =6

5

Zdi = b

i=1

Om vi sa gar tilbake til den hgyre likningen over, og lgser for 3, far vi

8
38=3a—> d;
112
5:04_3;di
1< 1S

Disse lgsningene tilsier at sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene for a og 3 er

1< O 1S
d=5;Di og ﬁ=5;Di3i§;Di,

hvilket stemmer overens med uttrykkene i oppgaveteksten. Forventningsverdiene til &

og f er
1 1 5a
E(&)=E (521)@-) = gZE(Dl) == =q
i=1 =1
og
. 1< 1< 1< 1<
E(f)=E <5ZDZ - 3ZDi> = 2 B(Di) - 33 E(D)
i=1 1=6 =1 1=6
_3a 3a—-p)
=3 5 =P
sa begge SMEene er forventningsrette. Basert pa de oppgitte dybdemalingene har vi
estimatene 2.88 +2.92 + 2.82 + 2.73 + 2.91
a == ' : . — = 2.8520
5
og
A 2.884292+2.82+42.73+291 276+ 2.62+ 2.80
g = e - et = 0.1253.

5) 3
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d) For a underspgke om de innsamlede dataene gir grunnlag for a forkaste pastanden om at
B = 0, vil vi sette opp en hypotesetest for den ukjente parameteren 5, med utgangspunkt
i estimatoren 3, utledet i deloppgave c¢). Vi vet at # har forventningsverdi E(B) = 0.
For a sette opp hypotesetesten har vi ogsa bruk for variansen, som er

8
1
Var(f3) = Var ( Z D; — Z D, ) ) Z Var(D ? Z Var(D;)
=6
505 305 o (1 1
=52+32=@(5+5)

Den ukjente variansen o3 ma estimeres. Til det bruker vi estimatoren

i=1 i=6

som er forventningsrett for o5. Det star 6 i nevneren fordi vi har n = 8 uavhengige ob-
servasjoner, og p = 2 parametre i modellen, som gir n—p = 6 gjenvaerende frihetsgrader.
Den normaliserte tilfeldige variabelen

b-EpB) B8
Var(f) 03(1/5+1/3)

er standard normalfordelt. Vi lager en testobservator ved & bytte ut o3 med S3, og j3
med [y, R

B —Po ~to
S2(1/5+1/3)
Denne er altsa t-fordelt med n—p = 6 frihetsgrader. Under nullhypotesen har vi 8y = 0.
Estimatet for o3 blir

Tg =

5 8

1 ~
$2 = g > (di—a)* = (di — a+ B)*| = 0.0071,

i=1 i=6

hvor vi har brukt estimatene & og B funnet i c¢). Vi antar at det kun er aktuelt a
underspgke om vannledningen er hevet etter bruddposisjonen, og ikke senket. Altsa lar
vi den alternative hypotesen vaere Hy : [ > 0, og vi setter opp en ensidig, hgyresidig
test. Pa signifikansniva o = 0.05 vil vi da forkaste nullhypotesen dersom vi observerer
at T' > to.056 = 1.9432, som er 0.95-kvantilen i ¢-fordelingen med 6 frihetsgrader. Den
observerte verdien av testobservatoren er

~

e 3 B 0.1253
b /(5 +1/3)  /0.0071- (1/5+1/3)

= 2.0368,

som er stgrre enn den kritiske verdien tg056 = 1.9432, og vi forkaster dermed nullhy-
potesen pa signifikansniva o = 0.05. Dybdemalingene gir med andre ord belegg for a
motsi kommuneingenigren.
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