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Dette er andre av tre innleveringer i blokk 2. Denne gvingen skal oppsummere pensum fore-
lest frem til og med uke 44. Spesielt er det i denne innleveringen fokus pa konfidens- og
prediksjonsintervall. For a fa godkjent innleveringen kreves det at minimum 40% av svarene
er riktige, og at man har gjort et ordentlig forsgk pa a lgse alle oppgavene. Alle deloppgaver
teller like mye.

Oppgave 1

En metallurg har veert med pa & utvikle en ny legering, og skal presentere ulike egenskaper
ved legeringen til sine kolleger. Vi skal her se pa bestemmelse av smeltepunktet til legeringen.

Pa grunn av mindre variasjoner i sammensetningen av legeringen, malefeil og lignende, kan
gjentatte malinger av smeltepunktet til legeringen antas a veere realisasjoner av uavhengige
og normalfordelte variabler med forventningsverdi y og kjent standardavvik o = 2° C.

a) Anta forst (kun i dette punktet) at forventningsverdien er u = 1468°C.

Metallurgen tar en maling av smeltepunktet. Hva er sannsynligheten for at observert
smeltepunkt er lavere enn 1467°C?

Anta sa at metallurgen tar atte uavhengige malinger av smeltepunktet, X1, Xo, ..., Xg.
Hva er sannsynligheten for at gjennomsnittet av de atte malingene av smeltepunktet,
X =13% | X;, ligger mellom 1467°C og 1469°C?

Anta i resten av oppgaven at forventningsverdien til legeringens smeltepunkt, u, er ukjent,
men at standardavviket er kjent og lik o = 2° C.

b) Utled et 90% konfidensintervall for x basert pa n uavhengige malinger av smeltepunktet,
X1, Xo, ..., X,

Metallurgen vil ikke at lengden pa intervallet skal overstige 3°C, og har funnet ut at
n > 5 malinger garanterer dette. Bruk de 5 fgrste observasjonene gitt i tabell 1 til &
bestemme intervallet numerisk.

I xI9 I3 Ty T5 L6 Ty T8
1467.4 | 1468.0 | 1471.6 | 1468.6 | 1468.8 | 1471.9 | 1469.4 | 1466.0

Tabell 1: Data over smeltepunkt i °©C. Det oppgis at gjennomsnittet av de 8 observasjonene
er 1469.0°C.
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Oppgave 2

Vi skal i denne oppgaven se pa hgydefordelingene til menn og kvinner. Anta at hgyden til
menn er normalfordelt med forventningsverdi puys = 179 og varians 012\/[ = 62, og at hgyden
til kvinner er normalfordelt med forventningsverdi ux og varians 0'%(
a) Finn sannsynligheten for at en tilfeldig valgt mann er over 185 cm.
Finn sannsynligheten for at en mann er over 185 cm gitt at han er over 179 cm.
b) La pux = B un, der B er en ukjent parameter vi gnsker a estimere. Anta at vi har
hgydedata fra et tilfeldig utvalg pA n = 5 kvinner; X; ~ N(ug,0%), i =1,2,...,n.
n
. nox
Som estimator for 5 velges 8 = Q
npa
Er 3 forventningsrett?
Utled et uttrykk for et 95% konfidensintervall for £, og finn tallsvar nar vi fra data far

1
=" xi/n=167.50g s* = — S (z—7)? =5.1%

Oppgave 3

En sjokoladefabrikk gnsker 4 male porgsiteten i sjokoladeplatene pa samlebandet. Eieren har
anskaffet seg nytt maleutstyr. Utstyrsleverandgren oppgir at maleutstyret har normalfordelt
feil med forventning ;1 = 0 og varians o2, = 0.0009.

a) Anta at oppgitt malefeil er korrekt.

Regn ut sannsynligheten for at utstyret maler en porgsitet som er hgyere enn det
porgsiteten egentlig er.

Regn ut sannsynligheten for at malefeilen er stgrre enn 0.05.

Hvis en tar to uavhengige malinger med utstyret og bruker gjennomsnittet av disse som
maling, hva er da sannsynligheten for at avviket mellom malt og sann porgsitet er stgrre
enn 0.057

Sjokoladefabrikkeieren godtar at g = 0, men tviler pa at malevariansen som er oppgitt er
korrekt. Han utforer derfor fem uavhengige maleforsgk pa en referanse-sjokoladeplate med
kjent porgsitet pa eksakt 0.15:

0.153 0.132 0.128 0.174 0.163

Du kan se bort fra avrundingsfeilen i fjerde desimal i malingene.
b) Skriv opp den beste forventningsrette estimatoren for malevariansen basert pa maleserien
og antakelsene over. Begrunn valget ditt.

Skriv opp fordelingen til estimatoren, vis at den er forventningsrett og finn variansen
til estimatoren.

Utled et 95% konfidensintervall for den korrekte malevariansen. Kommentér resultatet.



Oppgave 4

En malestasjon for luftforurensning registrerer innholdet av sakalt inhalerbart stgv (dvs. par-
tikler med midlere diameter opptil 1/100 mm) i lufta. La X (med enhet milliondels gram pr
m3) vaere en maling av innholdet av inhalerbart stgv pa en tilfeldig valgt dag. Malinger av X
pa ulike dager antas stokastisk uavhengige.

a) Under vanlige forhold antas at X er normalfordelt med forventning p = 35 og varians
0?2 = 25. (Dette skal antas bare i dette punktet).
Finn sannsynligheten for at en maling X er over 40, P(X > 40).
Finn ogsa sannsynligheten for at X er mellom 30 og 40, P(30 < X < 40).
Finn sannsynligheten for at summen av malinger pa to ulike dager er over 80. Anta at

de to malingene er uavhengige.

I en kommune finnes n slike malestasjoner. Fra disse far vi i lgpet av en dag malinger
X1, Xo,..., X, som antas uavhengige og identisk normalfordelte med forventning y© og varians
o2, der bade i og o er ukjente parametre. Her vil ;1 angi graden av forurensning.

Anta at n = 5 og at det en dag gjores fglgende malinger av X1, ..., Xs:
252,311,268, 287,302

For senere bruk oppgis at Z?Zl X; = 1420 og Z?:l(Xi — X)? = 2342.
b) Hvilke egenskaper bgr en god estimator ha?

Sett opp en forventningsrett estimator i for y basert pa Xi,...,X,. Finn variansen
til fi. (Vis hvordan du regner den ut).

Sett ogsa opp en estimator for o2 og bruk denne til & finne en estimator for variansen
til fi.
c) Utled et 95% konfidensintervall for p.
Regn ut tallsvar for intervallgrensene nar dataene er som gitt ovenfor.
Anta at det egentlig er 6 malestasjoner i kommunen, men at det pa den dagen de 5 observa-
sjonene ovenfor ble gjort, skjedde en feil ved avlesningen fra den siste stasjonen.

d) Utled et intervall som med en sannsynlighet pa 95% inneholder den ukjente malingen
ved denne stasjonen.

Hva kaller vi et slikt intervall? Hvorfor er dette intervallet bredere enn konfidensinter-
vallet fra punkt c)?

Oppgave 5

En gartner har spesialisert seg pa tomatproduksjon i drivhus. Det er kjent at vekten pa
tomatene er avhengig av lysintensiteten i drivhuset. La Y vaere vekten (i gram) pa en vilkarlig
tomat og x vaere lysintensiteten. Da har en

Y =100 + B(z — z,) + E,

hvor x, er en kjent referanse-lysintensitet som gartneren tradisjonelt bruker, 5 er en ukjent
parameter og F er en normalfordelt (Gaussisk) tilfeldig variabel med forventning 0 g og varians



02 =152 g2. Vi har alts at Y er normalfordelt med forventning p = p(z; ) = 100+ 8(z — ;)
og standardavvik o = 15.

En sesong har gartneren brukt referanse-lysintensiteten z = z, slik at Y er normalfordelt
med forventningsverdi 100 g og varians 152 g2. Etter sesongen kontrollerer han tomatene.

a) Regn ut sannsynligheten for at en vilkarlig tomat veier mer enn 110 g.
Regn ut sannsynligheten for at en vilkarlig tomat veier mellom 90 g og 110 g.

Gartneren henter ut to vilkarlige tomater. Regn ut sannynligheten for at den ene er mer
enn dobbelt s& tung som den andre.

Gartneren har fem drivhus, og en sesong gnsker han a undersgke hvordan tomatenes vekt
avhenger av lysintensiteten. Han setter lysintensiteten konstant men ulik i de fem drivhusene.

Etter sesongen velger han ut tre tomater vilkarlig fra hvert drivhus og veier dem.

b) Vis at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for 3, basert pa observasjonene beskrevet
over, er

S > (Vi — 100) (2 — )

T Y )

Vis at estimatoren er forventningsrett.
Utled et uttrykk for variansen til estimatoren.

Sesongen etter bestemmer han seg for a bruke samme konstante lysintensitet xg, som er ulik
x,, 1 alle drivhusene.

c) Vi er interessert i a predikere vekten av en vilkarlig tomat etter denne sesongen. Vi vil
altsa predikere Y nar x = xg, og vi betegner dette med Yj.

~

Forventningsverdien til Yj kan estimeres ved a estimere f3; fiy, = fi(zo; 8) = pu(xo; 8) =
100 4+ 5(xo — x,). Hva er estimatet nar g er 2.0 og xg — x, = 57

Vis at forventningsverdien til Yy — fiy, er 0, og at variansen er 152 + (zg — x,)2Var(f).
(Hint: /8 er forventningsrett og er kun en funksjon av observasjonene fra forrige sesong.)

Ta utgangspunkt i
7 = Yo — /o :
\/152 + (o — z,)?Var(5)

Bruk at estimatoren for 5 er normalfordelt (hvilken fordeling har da Z7) til a utlede et
uttrykk for et 95%-prediksjonsintervall for vekten av en vilkarlig tomat etter sesongen.

Bruk at estimatoren for 8 har varians 1.20, samt at 3 er 2.0 og at xg — x, = b til a
regne ut tallsvar.

Fasit

1. a) 0.301,0.84 b) [1467.41,1470.35]



U s W N

. a) 0.1587,0.3173 b) [0.90,0.97]

. a) 0.5,0.0475 b) [0.000122,0.00188]

. a) 0.16,0.68,0.08 c) [254.0, 314.0]

. a) 0.2514,0.4972,0.0028 c) [78.7,141.3]



