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Lgsningsskisse

Oppgave 1
a) Antagelser for at X er binomisk fordelt:

o Gjgr n forsgk: Spgr n personer.

e Registrerer suksess eller fiasko i hvert forspk: Far svaret JA eller ikke JA (nei eller
vet ikke) i hvert forsgk.

e P(suksess) lik i alle forspk: Sannsynlighet for JA er p for alle som blir spurt.

e Forsgka er uavhengige: Rimelig 4 anta at de som blir spurt svarer uavhengig av
hverandre.

tabell
)

P(X>18)=1-P(X <18)=1- P(X <17 1—0.965 = 0.035.

) 2l (). 584 — 0.048 = 0.536

P(10 < X < 15) = P(X < 14) — P(X < 10
b) e E(P)=pog Var(f?):i(i+n2) (1 —p).
o E(P*)=pog Var(P*) = ;—-p(1 - p).

Egenskaper for god estimator: forventningsrett og liten varians. Begge estimatorene er
forventningsrette, men P* har minst varians, vi velger derfor P*.

La a = 0.05. Siden \/11%—7% er tilnsermet standardnormalfordelt far vi:
Lpa-p

P
P —Z%<—p<z

haop
Q—Pl—
( —za\/ 1— <p<P+Za\/ 1— )

Et tilneermet 95% konfidensintervall for p blir da:

b~ 0025\ 501 = P+ 200251 550 — )
P — 20.025 2np b),P T 20.025 2np b)|-

. X1+ X 1 1
Y = Xg—nP=Xyg—nol 22 _x. 1y _1X,
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c) Vi har at
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Siden n er stor og p ikke naer 0 og 1, vil vi ha at np > 5 og n(1 — p) > 5, slik at vi kan
bruke normaltilneerming til binomisk fordeling. Vi kan dermed anta at X;, X2 og X3
alle er tilnsermet normalfordelt, de er uavhengige, og lineserkombinasjonen Y er dermed
ogsé tilnsermet normalfordelt.

Var(Y) = Var(X3 — nP) nagh. Var(X3) 4+ n2Var(P) ! np(l1 —p) + n?Lp(l — p) =
3
snp(1l = p).

Har da at
e X5 — nP er tilnermet normalfordelt

o Var(Xs —nP) = 2np(1 — p)

e E(X3 —nP)=E(X3) —nE(P)=np—np=0

Vi far da et prediksjonsintervall ved:

X3—’I’LP

\/3nm(1-p)
R 3 A 3
P nP—zs 5np(1—p)<X3<nP+z% ip(l—p) ~ 1—a«

Siden n er stor, vil variansen til P veere liten, og P vere en god estimator for p. Vi kan
derfor erstatte p med estimatet p i uttrykket for intervallgrensene.

Intervallet blir: [np — 2o, 0251/ 5 np (1 —=p),np+ 2. 0254/ 5 np (1-—

Innsatt verdier blir intervallet [633, 704].
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Oppgave 2

a)

2 - 10002 .
P(T > 1000) = 1-P(T < 1000) = 1—F(1000) = 1—( 1 — exp 5o () =€ — 0368

P(T > 2000 T >1000) _ P(T >2000) 1 — F(2000)

P(T > 2000|T > 1000) =

P(T > 1000) - P(T>1000) e
- (1 B {_2-20002 }) _
_ exp 1 2.100 _ ﬁ = e 4 = 7% = 0.050.
e e _—

La Z veere antall av de tre levetidene som er stgrre enn 1000 dggn. Siden de tre levetidene
er antatt uavhengige blir da Z binomisk fordelt med n = 3 forsgk og sannsynlighet for
suksess lik p = P(T > 1000) = e~!. Dermed far man at

P(Z>2)=P(Z=2)+P(Z=3) = (3) 20— p) @ (1 - p)°
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Figur 1: Plott av f(t) nar z = 2.0 og § = 2 - 10%. Arealet av det skraverte omradet er lik
sannsynligheten P(T" > 1000).

b) For t > 0 far vi at

f(t) = F'(t) = —exp{—zgz} - (—2;t> — %‘Z)texp{—f}.

En skisse av sannsynligetstettheten f(t) for ¢ € [0,3000] er gitt i figur 1. I denne figuren
er arealet som er lik sannsynligheten P(7" > 1000) skravert.

c) Den en-éntydige transformasjonen mellom ¢ og v er gitt som

2212 o o v0

v = 22.

Merk at transformasjonen er en-éntydig fordi det er gitt at ¢ > 0. For v > 0 gir trans-
formasjonsformelen da at sannsynlighetstettheten for V' blir

(vE)
24/ z 22
fv(v)—fT< ;ﬁ) 2\/; i L 6 _1 p{ v}.

g Py g w2z 2
Siden V ikke kan veere negativ blir selvfplgelig fi/(v) = 0 for v < 0. Sannsynlighetstett-
heten til en y?-fordeling med v frihetsgrader er gitt som

ﬁ
dv

2z

1

= Viml’/Q*le*m/Q for x > 0.
22T (v/2)

f(x)

Setter vi her inn v = 2 far vi at tettheten blir

f(z) = 21}(1)x1_16_x/2 = %exp {—g} .
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Vi ser at dette er samme sannsynlighetstetthet som fy (v) som vi utledet over. Dermed
har vi vist at V ~ x3.

For en x2-fordeling vet vi generelt at forventingsverdien er lik v og variansen er lik 2v.
Dermed har vi spesielt at E[V] = 2 og Var[V] = 4. Dette gir

2272
0

E[V]=E [ ] = %E[Tz] =2 = E[I?=

og

Var[V] = Var [2252] - <2Z>2E T2 =4 = Var[1?] = <9>2.

d) Rimelighetsfunksjonen blir gitt som

L) =L =1 [Qig“ exp {—; }] |

i=1 =1

Log-rimelighetsfunksjonen blir dermed

1(6) = In(L(0)) = éln (2zeiti exp {_Zig? })

Z[ )+ In(z) + In(t;) — In(6) — 9

1
=nln(2 +Zlnzl —i—Zln —nln(f) — 7 zth
i=1

Finner maksimum ved & derivere med hensyn pa 6 og sette lik null,

n

oy 2 n 1 O 2 _ 1 42

i=1

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for 6 blir dermed

Benytter resultatene fra c) til & finne forventingsverdi og varians for 5,
1 n n

7 2 2

EM - nz;ziTi °E z;ziTi
= i=

I~ 6 1 1 ~
= - Zi— = — ZG =—-nf=60 = 0 er forventingsrett,

n

= 1 zn:E [Zz‘Tf] _ l Z%‘E [Tiz]
n i1 n

i=1

i A Mg "
) BN 2 1’ - 2 IS 2 1\ 2 2
Var [0} = Var | — Z T | = - Var Z T | = 2 ZVar (217 ] = 2 Z z; Var [T7 ]
i=1 i=1 i=1 i=1

anb10-1sf-b 11. august 2020 Side 4



TMA4240 Statistikk
Hgst 2020

L5, s Lgs L0\ 2. ¢ 02
:M;Z@'Var[ﬂ]_zzzl ;Z :ﬁ 12?”1:@

i=1 i=1

Merk at man i utregningen av variansen har benyttet at 7;’ene er uavhengige.
e) Vi har at
QZiTiQ

Uzzn:vi der V; = 7

i=1
Fra punkt c) vet vi at V; ~ x3. Dessuten, siden 7T}’ene er antatt uavhengige vil ogsa
Vi’ene veere uavhengige. Siden en sum av uavhengige y2-fordelte variabler ogsa blir x2-

fordelt der antall frihetsgrader til summen er lik summen av antall frihetsgrader far vi
dermed at U er y?-fordelt med Y 7, 2 = 2n frihetsgrader.

Siden U ~ x3,, far vi at

P (Xffg,Qn <U< X23,2n) =l-a

Setter vi inn uttrykket for U far vi

9 n
P <X%‘2",2n < 5 ZziTz’2 < X%Qn) =1-oa.

i=1
Lgser de to ulikheten med hensyn pa 6 hver for seg,

n

2
2 2
Xl_*Q”_HE 215 = Hgiz E z Y,
Xl—%,Qn i=1

2 . 2 2 2
D T I B

i=1 $.2n =1

Dermed har vi at

2 < 2 -
P( 3 ZZZT2<0<ZZZ'E2>:1O[
X% 2n 21

lef on i—1

slik at et (1 — «) - 100%-konfidensintervall for 6 er gitt ved

[ Z ZZT2 Z zZT2
X 2N j=1

1—7 2n =1

For a = 0.05 og n = 10 finner vi i tabell at x3 o, = X§g7500 = 9-591 0g X% o, =
2 ’ 2

X(2).025,20 = 34.170. Innsatt oppgitte observasjoner blir dermed konfidensintervallet

2
.23 287 125, —— - 23 287 125| =[1 16. 4 ,
[34‘170 3 287 125, 5501 3 287 5] [1 363 016, 4 856 037]
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f) Ved a ta utgangspunkt i Y har vi at
P(yl—% SYSyg> =1l-a

Setter vi inn uttrykket for Y, etter & ha forenklet dette ved & forkorte, far vi dermed

nzoTe
P e < = <yeo | =1-—0q.
<y1 P wT? —y2>

Lgser de to ulikhetene med hensyn pa Tj hver for seg (og husker pa at vi vet at Ty > 0),

n 2
< nzTe N \/yl—g >z

nzo

S T07

n 2
ya Y iz
= <ya = Ty < S
> i % g nzo

Dermed har vi at

o w/ SiaaT? _ [yt
>~ 10 > —

=1—-aq,
nzo nzo

slik at et (1 — ) - 100%-prediksjonsintervall for Ty er

\/mg Sy ST \/y; Sy LT

nzop nzo

For & fa et 90%-prediksjonsintervall ma vi velge a = 0.1 og da blir Yi-2 = Y0.95 = 0.051
08 Y2 = Y0.05 = 3.49. Innsatt oppgitte observasjoner blir dermed prediksjonsintervallet

10-3 10-3

0.051-23 287 125 [3.49 - 23 287 125
[\/ \/ ] — [198.97,1 645.92].
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