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Lgsningsskisse

Oppgave 1  Det er oppgitt i oppgaveteksten at estimatoren er forventningsrett, s& vi vet
allerede at E(f1) = p. Variansen til i er

T2 2 ('J'2 2
Var(i)) = [ —9 ) Var(X +( 0 ) Var(Y
(i) (Tgﬂg) () + (575 ) Vauty)
_ 7008 + 0476 _ (75 + 0d) 308

R R

Intervallet er altsé

Oppgave 2

a) Kumulativ fordeling:
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Bruk substitusjonen u = s? med du = 2sds:

X T 23 _j
P(X <z) = f(s)ds =[| —e dds
0 0 0
2

1 u u z?
= / —e odu = |:—e §:|

o 0 0

12

= 1 — 6_7

Betinget fordeling:

[¥]

T

Viharat P(X >z)=1—-P(X <z)=e 7.

P(X >150X > 10) P(X > 15)
P(X > 15X > 10) = _PX >15)
(X > 151X > 10) P(X > 10) P(X > 10)
6_%
T
e 25
0.000123
_ Q000123 0067,
0.0183

b) Rimelighetsfunksjonen er gitt ved:

LO;xq,...;xy) = f

Tar logaritmen:

l(g;xla "'7x7L) = ln [L(e)]
2 I
=nln 7 +ln(x1”'x")_9§1xi

=nln(2) —nln(f) + In(zy - - z,) —

n
E 2
Z;-

i=1

Finn maksimumspunkt ved & derivere In-rimelighetsfunksjonen og sette lik 0.

=

ol 1 — ,
oglo—g =0 n0+0+02;@:0
S o
ni:l a

SME for 6 blir da § = 1 3% | x2.
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Viser at 0 er forventningsrett:

n

e - L

=1 =1

HQ:

For & regne ut variansen til 0 trenger vi forst variansen til X2. La Y = X?2. Bruker at
Var[Y] = E[Y?] — E[Y]2. Dermed er

Var[X?] = Var[Y]

= E[Y?] — E[Y]?
= E[XY] — E[X?)?
= 20% — ¢*

= 6%

Da far vi:

n 2
Var[d] = Var|— E X2 = 2 E Var[XiQ]ze—.
n

i=1

Sentralgrenseteoremet sier at hvis Yl, ..., Y, er uavhengige og identisk fordelte, s& er
gjennomsnittet tilnsermet normalfordelt. Mer presist er

Y -EW

—/Var[Y]
tilneermet standard normalfordelt nér n er stor (>30). I vért tilfelle er ¥; = X? uavhen-
gige og ¥V = %Z?:l X2 = 0. Videre er som funnet i forrige punkt (3b), E(Y) = 6 og
Var(Y) = %. Dermed blir

i X2 -0

02
n
tilneermet normalfordelt nar n er stor.
Vi finner s& et 95% konfidensintervall med o = 0.05. Sett ¥ = 1 3™ | X2 Bruker at

7 —

1—a~Pr za<Z<z

Y

§Zg

2

za v 1 zg
2 < < 2
Us— —ﬁ)
1-— Z%<1Y<1+Z%
vn T 60— vn
ZL_?_ _Z(z
1+\/7% 1 \/75

( % %
ZES S Za
1+\/ﬁ 1—\/—’%
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Et tilneermet 95% konfidensintervall for 6 blir da
i Xp R i X7
1+ Z(yﬁ% 1 — 2%5
Siden p = e~'%" er en monotont stigende funksjon av 6, har vi at
1 n 2 1 n 2
1y oy Ly oy
Pr | 2=—"=" lezla <hg<nE=ELL ]
1+ 775 1- \/7%
)
—100 100 —300
Pr<e e <e o <e 9U> ~l—«o
100 —100 - _100
Et tilnszermet 95% konfidensintervall for e~ "¢ blir da [e L e "U]
Oppgave 3
a) Den kumulative fordelingsfunksjonen F'(x) = P(X < x) beregner vi ved & integrere

sannsynlighetstettheten f(z). Dvs.

F(z) = /; F(t)dt = /j B5=1qt = 3 _1ﬁ [t’ﬁﬁ — (~1) [xfﬁ - 1} —1- 28

Sannsynligheten for at det gar mer enn 2 uker mellom to pafglgende feil, nar 5 = 3, er

P(X>2)=1-P(X<2)=1-F@2)=1-(1-2"9)=2"3=0.125

Sannsynligheten for at nettet svikter fgr det er gatt 3.5 uker, gitt at det har gatt minst
2 uker siden siste feil, er (med 8 = 3)

P(X<35|X>9) — PXS350X>2) P <35) - PX <2)

P(X >2) P(X >2)
F(35)—F(2) (1-353)—(1-27%)
1-F(2) 0.125 = 0813

b) Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren, SME for 3:

Simultantettheten for X1, ..., X, er f(x1,...,2,;3) vavh. [T, flzs; 8) =11, Bx;ﬁfl.
Rimelighetsfunksjonen er simultanfordelingen sett pa som funksjon av 3, og kan skrives

SOo1m
n

L(xr,....e0:8) = 6" [ [ ;7.

i=1
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SME er den verdien for 5 som maksimerer L(z1,...,2zy; ). Denne verdien finner vi ved
forst & ta logaritmen, s derivere og sette lik 0:

Wx1,...,zn; B) = In(L(z1,...,20;8)) = In (ﬁ”HQ:;ﬁ_l>
i=1

= In(f") +1n (ﬁ xi_ﬁ_1>

= nln(g +Z (8+ D)) = nin(8) = (B+1) Y In(z:)

dl(.’lfl,...,ﬁn;/@) _ E_ i) =
dp - B Zln(xl) -

b=

Dette gir at SME for S er
n

b 2ie In X'

Nar vi setter inn de observerte verdiene far vi fglgende estimat for 5:

™
I
W

55 n 10
b=h S Inz;  3.39
c) Viskal forst vise at 28 In(X;) er kjikvadratfordelt med 2 frihetsgrader (som er det samme
som en eksponensialfordeling).
La Y; = 25 1n(X;). Vi kan finne sannsynlighetsfordelingen til Y; ved & bruke transforma-
sjonsformelen (vi ser her bort fra indeksen ¢ i utledningen). La

y = u(x) = 2BIn(z), slik at
)-

Tz o= w(y) = exp(w

La fy(y) veere sannsynlighetstettheten til Y. Transformasjonsformelen sier da at

fr(w) = fx(wy))lw'(y)].

Vi deriverer w(y) og far w'(y) = ;8 exp(2 ﬁ) Sannsynlighetstettheten til Y blir da
_ )| — Y1l Y
fr(y) = fx(w)w'(y)| = B(eXp(Qﬁ)) 55 ° p(%)
1
= o8- Dyg)ep(yg) = gep(-Bys — 55+ 50)
1 Y
= 5 exp(—a)
Uttrykket for fy(y) kan skrives
_ 1 /21 (Y
fy(y) = 22/21“(2/2)1/2 2=Lexp( 2),
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siden I'(2/2) = I'(1) = 1. Dette er sannsynlighetstettheten for en kjikvadratfordelt
stokastisk variabel med 2 frihetsgrader. Dermed har vi vist at ¥; = 28 In(X;) er kjikvad-
ratfordelt med 2 frihetsgrader, dvs. Y; ~ x3.

La Z =28"" ,In(X;). Med Y; = 28 1In(X;) har vi at

n

Z = wznjln(xi) = Z 28In(X;) = >
=1 i=1

i=1

Vi har vist at Y; ~ X3, og siden en sum av uavhengige kjikvadratfordelte stokastiske
variabler er kjikvadratfordelt, med summen av frihetsgradene, er Z = 26 " | In(X;)
kjikvadratfordelt med Y ;" | 2 = 2n frihetsgrader.

Konfidensintervall for j:
Vi bruker at Z =283"" , In(X;) ~ x3,. La a = 0.05. Vi far da at

2 2
P(xi_ a/2 on <Z <Xgpom) = 1—-a

P(Xl a/22n<2ﬁzln <Xa/22n) = l-a

Oppgave 4

=1
2 2
X1—a/2.2n Xa/2,2n
P(— — 7" 5 PO - 1-a
Gy ) <7 ey (X
Et 95% konfidensintervall for 8 blir da
X%—0.025,2n <B< X(2).025,2n
2370 In(x) 2350 In(zy)
Insatt observerte verdier far vi
9.591 34.170
= [1.41,5.04].
[2-3.39</8<2-3.39] [ ,5.04
- 0 hvisx <0,
:/ f)dz = ¢ % hvis0 <z <0,
o 1 hvisz > 0.
0,4
P(X <0,4/6 =2)=F(0,4) = 50— 0,2

-1l - {7

B {1 hvis 0 < 2 <OVi=1,2,....n,
=1

ellers

Ved & skissere opp L(6) ser vi at den maksimeres for den minste verdien av
0 der 0 > max(xy1,xo,...2,). D.v.s = max (X1, Xo,... Xp).

anb9-lsf-b 11. august 2020 Side 6



TMA4240 Statistikk
Hgst 2020

tf() +F(z)
1/6 | | iy |
\ \
| |
| . | >
0 T 0 T
c)
G(y) = P(Y <y) = P(max(x1,z2,...,2,) < ¥)
=P(r1 <yNze<yN...Nx, <y)
=P(x1<y)-P(x2<y)-...- P(x, <)

P
P(zy
Fly)-F(y)-...- F(y) = (F(y))"
0 hvis y < 0,
= {(g)n hvis 0 <y < 6,
1 hvis y > 6.

Vi finner sannsynlighetstettheten til Y ved & derivere den kumulative fordelingsfunksjo-

nen:
0 hvis y < 0,
9y) =G'y)=n ()" 07" his0<y<o,
0 hvis y > 6.
_ % hvis 0 < y < 0,
0 ellers.

d) Skal vise at estimatoren var ikke er forventningsrett.

E@) = £ = | Ty gly) dy

2] n—1 0 n
) )
= Yn— dy:/ no— dy
/0 0 o 0
B n 1 9_ n gn+1
ln4+1 6m O_n+1 on
n
= -0 #£0
n-+1 7

Dvs. 0 er ikke forventingsrett. Skal bestemme k slik at 0 = kY er forventningsrett.
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E0) =0
J
E(kY)=k B(Y)=k nil 0=0
J
k:n—i-l
n

e) Finner forst fordelinga til Z = 6/(k0) ved hjelp av transformasjonsformelen

fz(2) = fr(y(2)) - [/ (2)]
der

nEO" g el for 0< 2 <1
fz(2) = " .
0 ellers

Da har vi at
P(L,<Z<U,) =0,9

der L, og U, henholdsvis er 2,5% og 97,5% kvantilene til Z-fordelinga. Dermed gjenstar
det bare & bestemme kvantilene.

L
fz(2) dz = [2"]57 = LT = 0,025
0
y
L. = /0,025
U,
fz(2) dz = [z"]F =U" =1 10,025
0
Y
U, = ¥0.975
Dermed kan vi sette
o _
P <“ 0,025 < - < 0975) =0,95

anb9-lsf-b 11. august 2020 Side 8



TMA4240 Statistikk
Hgst 2020

Innsatt for £ blir da konfidensintervallet

(n+1)3/0.975" (n+1) \"/0.025] '
Med n =10 og y = 0,46 far vi

1041
10

0

0,46 = 0, 506,

og konfidensintervallet blir

10 - 0,506 10 - 0,506
11- ¥0.975 7 11 - ¥/0.025
=[0,461 , 0,665].
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