Plan for dagens undervising

*

Informere om avslutningsspgrreundersgkelsen i TMA4240

*

Repetisjon/oppsummering
* Noen rad fgr og p& eksamen
Statistikk er mer enn TMA4240

%



Avslutningsspgrreundersgkelse

* Husk & svare p& avslutningsspgrreundersgkelsen

— dere er n3 eksperter p3 & vaere student i TMA4240
— vi kan hjelpe med & forbedre undervisningen neste semester

* URL til spgrreundersgkelsen: https://nettskjema.no/a/380337
— eventuelt: se melding p&d hjemmesiden til TMA4240
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Begreper vi har diskutert

*

*

*

Stokastisk forsgk
Utfallsrom

Hendelse
Venndiagram
Sannsynlighet
Betinget sannsynlighet
Uavhengige hendelser
Stokastisk variabel
Punktsannsynlighet
Sannsynlighetstetthet
Kumulativ fordeling
Simultanfordeling

Betinget fordeling

Uavhengige stokastiske variabler

Stokastisk (Monte Carlo) simulering

Forventingsverdi

Varians

Standardavvik

Kovarians

Korrelasjon

Bernoulliprosess

Poissonprosess

Transformasjon
Feilforplantningsformelen
Momentgenererende funksjoner

Populasjon



Begreper vi har diskutert

* Utvalg x To-utvalg

* Tilfeldig utvalg * Prediksjonsintervall

* Observator * Hypotesetesting

* Estimator * Nullhypotese

* Forventningsrett estimator * Alternativ hypotese

* Forventningsskjev estimator % Testobservator

* Mest effisient estimator % Signifikansniva

* Rimelighetsfunksjon » Forkastningsomrade

* Sannsynlighetsmaksimerings-

. * p-verdi
prinsippet
. o * Ensidig test
* Sannsynlighetsmaksimerings-
estimator * Tosidig test
* Konfidensintervall * Enkel lineaer regresjon

* Ett-utvalg * Minste kvadraters metode



Hva har vi gjort med disse begrepene?

* Definert (og ofte motivert definisjonen)
* Diskutert tolkning

* Introdusert regneregler

*

Regnet p& eksempler

*

Tolket svaret i regneeksempler



Hva har vi gjort med disse begrepene?

* Definert (og ofte motivert definisjonen)
* Diskutert tolkning

* Introdusert regneregler

*

Regnet p& eksempler

*

Tolket svaret i regneeksempler

Hva forventer vi av dere?
* Skal kunne anvende begrepene til & svare p& spgrsmal
* Skal kunne regne
* Skal kunne tolke svarene

* Skal kunne forklare begrepene



Stokastisk forsgk, utfallsrom og venndiagram

*

*

*

Stokastisk forsgk: Et forsgk hvor resultatet er underlagt tilfeldigheter
Utfallsrom: Mengden av alle mulige resultater, S

Enkeltutfall: Et mulig utfall, e € S

Hendelse: En delmengde av utfallsrommet, A, B, C, ...

Venndiagram: lllustrerer hendelser og operasjoner pa hendelser

ANB AUB /

Operasjoner pé hendelser

— Snitt
— Union
— Komplement

Disjunkte hendelser



Sannsynlighet

* Sannsynlighet: Reell funksjon definert p& hendelser, P

1.0<PAKLI
2. P(S)=1
3. Hvis Ay, Ay, ... parvis disjunkte:

P (D A,-) = i P(A)
i=1 i=1

— tenk pa sannsynlighet som areal i venndiagram

* Tolkning: m& tenke oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger



Sannsynlighet

* Sannsynlighet: Reell funksjon definert p& hendelser, P

1.0<PAKLI
2. P(S)=1
3. Hvis Ay, Ay, ... parvis disjunkte:

P (D A,-) = i P(A)
i=1 i=1

— tenk pa sannsynlighet som areal i venndiagram

* Tolkning: m& tenke oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger

* Uniform sannsynlighetsmodell:

- S={e,e,...,em}

- P({a}) = P({e}) = ... = P({em})

g  antall gunstige
PA)===—"=>—"—"-
(4) m antall mulige



Kombinatorikk/Telleregler

% Multiplikasjonssetningen: n=ny-n>-...-np
* Urnemodell: Trekker kuler fra en urne

— ordnet utvalg eller ikke-ordnet utvalg
— trekker med tilbakelegging eller trekker uten tilbakelegging

* Inndeling i grupper



Kombinatorikk/Telleregler

*

Multiplikasjonssetningen: n=ny-ny-...-np

>

Urnemodell: Trekker kuler fra en urne

— ordnet utvalg eller ikke-ordnet utvalg
— trekker med tilbakelegging eller trekker uten tilbakelegging

%

Inndeling i grupper

* | formelsamling, nederst p3 side 32:
— nl'=1-2---ner antall mater § permutere (ordne) n elementer

nPr= Gl =n-(n—1)--(n—r+1) er antall ordnede
utvalg nar r elementer velges blant n uten tilbakelegging

- (7) = ,u(nnilr)r = r—f = ,C, er antall ikke-ordnende utvalg nar

r elementer velges blant n uten tilbakelegging



Regneregler for sannsynlighet

* Additiv regel: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
— A, B disjunkte: P(AU B) = P(A) + P(B)

* Komplementaersetningen P(A) =1 — P(A")
* Betinget sannsynlighet: P(A|B) = szr“;l)s)

*

Multiplikasjonssetningen: P(AN B) = P(B)P(A|B)
Uavhengiget: A, B uavhengige < P(A|B) = P(A)
- P(ANnB)=P(A)- P(B)

*



Regneregler for sannsynlighet

* Additiv regel: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)
— A, B disjunkte: P(AU B) = P(A) + P(B)

* Komplementaersetningen P(A) =1 — P(A")
* Betinget sannsynlighet: P(A|B) = Pg}gf)

*

Multiplikasjonssetningen: P(AN B) = P(B)P(A|B)
Uavhengiget: A, B uavhengige < P(A|B) = P(A)
- P(ANnB)=P(A)- P(B)

*

Bayes regel: P(A|B) = %

*

*

Setning om total sannsynlighet: By, Bs,..., B, partisjon av S

P(A) = z”: P(BiNA) = z”: P(A|Bi)P(B)

i=



Stokastiske variabler og sannsynlighetsfordelinger

* Stokastisk variabel: Funksjon fra utfallsrom til den reelle tallinja

S

X(e)

* Diskret og kontinuerlig stokastisk variabel

— diskret: Endelig eller tellbart uendelig antall mulige verdier

— kontinuerlig: Ikke-tellbart uendelig mange mulige verdier

~



f(x): Punktsannsynlighet og sannsynlighetstetthet
* Punktsannsynlighet, f(x) = P(X = x)

f(x)
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* Sannsynlighetstetthet, f(x): P(a < X < b) = fab f(x)dx

f(x)
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F(x): Kumulativ sannsynlighetsfordeling

* Kumulativ fordeling, F(x) = P(X < x)

f(x)

1.00 1

0.80 1

0.60 T

0401

0.201

£3

f(x)
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0.80+
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0.20 1

2 -1



F(x): Kumulativ sannsynlighetsfordeling

* Kumulativ fordeling, F(x) = P(X < x)

f(x) f(x)

1.00 1 — 1004
>
0.80 1 E— 0.801
0.60+ > 0.60 1
0401 EF— 0401
—>

0201 0201
/

£3

2 10 1 2 3 4 5 6 «x 2 1 0 1 2 3 4 5 6 x

* Merk: Det er en en-til-en sammenheng mellom f(x) og F(x)



Simultanfordeling

* Simultan punktsannsynlighet, f(x, y)

f(va):P(X:X7YZy)

*

Simultan sannsynlighetstetthet, f(x, y)

P((X,Y)e A) = // f(x,y)dxdy

%

Marginalfordeling

— summerer/integrerer bort variabelen vi ikke er interessert i

*

Betinget fordeling
fXY(Xv y)
fy(y)

* X og Y er uavhengige stokastiske variabler hvis

fxy (xly) =

fxy (%, y) = fx(x) - fr (y)



Stokastisk (Monte Carlo) simulering

* Datamaskin kan generere realisasjoner fra en angitt fordeling f(x)
— «lar datamaskinen kaste terninger»

* Hvis vi har F(x) = P(X < x) kan vi generere realisasjon ved

U ~ Unif[0, 1] U ~ Unif[0, 1]
X = min{x : F(x) > U} X = FH(V)
F
X
U—t----- —‘_'
15 x




Stokastisk (Monte Carlo) simulering

* Datamaskin kan generere realisasjoner fra en angitt fordeling f(x)
— «lar datamaskinen kaste terninger»

* Hvis vi har F(x) = P(X < x) kan vi generere realisasjon ved

U ~ Unif[0, 1] U ~ Unif[0, 1]
X = min{x : F(x) > U} X = FH(V)
F
X
U—t----- —‘_(
15 x 2113 x

* For noen fordelinger: Kan bruke hvordan fordelingen er definert
— binomisk
— t-fordeling



Hva kan vi bruke stokastisk simulering til?

* Estimere sannsynligheter (som vi ikke kan regne ut analytisk)

1!1
— P(X >2.4 == I(x >24
p=P(X >24), 3 n;(x_ )



Hva kan vi bruke stokastisk simulering til?

* Estimere sannsynligheter (som vi ikke kan regne ut analytisk)
1 n
=P(X>24 p=-)>» I(x;,>24
p=P(X=24), p n;:l(x_ )

* Estimere forventningsverdier og varianser

~ 1 Z —~ 1 Z -
E[X] = ; Xij Val'[X] = m (X,' — X)2
i=1 i=1



Hva kan vi bruke stokastisk simulering til?

* Estimere sannsynligheter (som vi ikke kan regne ut analytisk)
p=P(X>24), p=-> I(x >24)
* Estimere forventningsverdier og varianser
Elx]= 1 Zn:x- Var[X] = —— Zn:(x- —x)?
ni= ’ n-1 i=1 ’

* Estimere sannsynlighetsfordelinger (ved histogrammer)



Hva kan vi bruke stokastisk simulering til?

* Estimere sannsynligheter (som vi ikke kan regne ut analytisk)
p=P(X>24), p=-> I(x >24)
* Estimere forventningsverdier og varianser
Elx]= 1 Zn:x- Var[X] = —— Zn:(x- —x)?
ni= ’ n-1 i=1 ’

* Estimere sannsynlighetsfordelinger (ved histogrammer)

* Estimere kvantiler/kritiske verdier



Hva kan vi bruke stokastisk simulering til?

* Estimere sannsynligheter (som vi ikke kan regne ut analytisk)

p=P(X>24), p=-> I(x >24)

*

Estimere forventningsverdier og varianser
E[X] = 1 Zn:x- Var[X] = L Zn:(x- — %)
ni= ’ n-1 i=1 ’

* Estimere sannsynlighetsfordelinger (ved histogrammer)

*

Estimere kvantiler/kritiske verdier

%

Estimere p-verdier

— husk: en p-verdi er en sannsynlighet
— vi brukte dette for tosidig permutasjonstest



Forventingsverdi og varians

* Forventingsverdi, ;1 = E[X]

Yo xf(x) hvis X er diskret SV
E[X] =
Xl [Z5_xf(x)dx  hvis X er kontinuerlig SV

— Tolkning: gjennomsnitt av uendelig mange observasjoner
— regneregler: E[] er en linezr operator

* Varians, 02 = Var[X] = E [(X — p)?]

— Tolkning: M3l p3 spredning/variasjon
— Regneregler:
Var[X] = E [X?] — E[X]?

Var[aX + b] = a?Var[X]
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] + 2Cov[X, Y]

* Kovarians og korrelasjon



Viktige diskrete sannsynlighetsfordelinger

* Binomisk fordeling

— n uavhengige forsgk

hvert forsgk gir suksess eller fiasko
sannsynlighet p for suksess i hvert forsgk
X: antall suksess

X ~ b(x;n,p) = (Z)px(l—p)”_x;x:07l,...,n

multinomisk fordeling: k mulige resultat i hvert forsgk
* Negativt binomisk fordeling

— som ved binomisk fordeling, men gjgr forsgk inntil k suksesser
— X: antall trekninger

1
X ~ b*(x; k, p) = (i_l)pk(lp)Xk:X— kok+1,...

— Spesielt: k =1 kalles geometrisk fordeling

X~gxip)=(1—p) tpx=12...



Viktige diskrete sannsynlighetsfordelinger

* Poissonfordeling
— X: antall hendelser i [0, ] i en poissonprosess

e—At()\t)x

X ~ p(x; At) = <

x=0,1,...



Viktige diskrete sannsynlighetsfordelinger

* Mye finnes i formelsamlinga

— formel for f(x)

formel for E[X]

formel for Var[X]

formel for Mx(t)

tabell over F(x) = P(X < x) (ikke for geometrisk fordeling)



Viktige diskrete sannsynlighetsfordelinger

* Mye finnes i formelsamlinga

— formel for f(x)

formel for E[X]

formel for Var[X]

formel for Mx(t)

tabell over F(x) = P(X < x) (ikke for geometrisk fordeling)

* Approksimasjoner

— binomisk ~ poisson hvis n stor og p liten
- intuitivt rimelig, kan vises matematisk
— binomisk & normal hvis n stor
- spesialtilfelle av sentralgranseteoremet



Viktige kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger
* Normalfordeling: X ~ n(x; u, o)

f(x)
035+
0.30+
0.25 +
0.20 +
0.15+
0.10+

8

2 -1 0 1 3 4 5 6 x
(70

1

— en linezr funksjon (linezerkombinasjon) av uavhengige
normalfordelte variabler er normalfordelt
— standardisering:

X _
X ~n(x;p,0)e 2= an(z;o,l)
1%



Viktige kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

* Eksponensialfordeling

— tid til fgrste hendelse i en poissonfordeling/tid mellom
etterfglgende hendelser i en poissonfordeling

X~ f(x;A) =Xe x>0

* Gammafordeling: X ~ f(x; o, 8) = ...

-—a=1p8= %: eksponensialfordeling
—a=3,p=2 x>2-fordeling
— tid til k-te hendelse i en poissonprosess: o = k, 5 = %

* x2-fordeling

* Student t-fordeling



Viktige kontinuerlige sannsynlighetsfordelinger

* Mye finnes i formelsamlinga

— formel for f(x)

formel for E[X]

formel for Var[X]

formel for Mx(t)

— tabell over F(x) = P(X < x) (ikke for eksponensialfordeling)



Sentralgrenseteoremet

*

Anta Xi, Xo,..., X, uavhengige og identisk fordelt
Anta u = E[X;] og 0% = Var[X{]
LaX=1%" X og

*

*

*

Resultat: Nar n — oo vil fordelingen til Z konvergere mot n(z;0,1)

*

Dette betyr at nar n er stor har vi



Transformasjoner av stokastiske variabler
* Anta X ~ f(x) og definer Y ved
Y =ulX)e X=w(Y)
* Hvis X (og Y) er diskrete stokastiske variabler:
gly) = f(w(y))

* Hvis X (og Y) er kontinuerlige stokastiske variabler:

gly) = f(w(y)) - |w'(y)|



Transformasjoner av stokastiske variabler

* Anta X ~ f(x) og definer Y ved
Y =ulX)e X=w(Y)
* Hvis X (og Y) er diskrete stokastiske variabler:
g(y) = f(w(y))

* Hvis X (og Y) er kontinuerlige stokastiske variabler:

gly) = f(w(y)) - |w'(y)|

* Merk:

— formelen for kontinuerlig SV stér i formelsamlinga
— alternativt kan man regne ut G(y) = P(Y < y) i stedet, og s&
bruke den til & finne g(y)



Feilforplantningsformelen
* Situasjon: Er interessert i
V=g(X,Y,2)

— gnsker & approksimere E[V] og Var[V]
* Bruker Taylors formel for rekkeutvikling av g(x,y, z)

— rekkeutvikler x om px = E[X], y om py = E[Y], ...
— approksimerer ved kun 3 ta med opp til fgrste ordens ledd

* Far at
E[V] ng(uxvu\/v;U/Z)

Var[V] = (gi(ux,uy,uz)) Var[X] + (gﬁ(ux,uy,uz)) Var[Y]

9 2
+ (S nvenz)) varlz

* Den siste av disse formlene kalles (Gauss) feilforplantningsformel



Momentgenererende funksjoner

* Definisjon: Mx(t) = E [e™¥]
* Regneregler:

- Mx+a(t) = eath(f)
- Max(t) = Mx(at)
— Hvis Xy, X5, ..., X, er uavhengige er

My 3t 4x, () = Mxy (£) - Mx, (£) - ... - Mx, (t)
* Egenskaper:

- M{(0) = EX]
— X og Y har samme fordeling dersom Mx(t) = My (t)



Momentgenererende funksjoner

*

Definisjon: Mx(t) = E [e™]

*

Regneregler:

- Mx+a(t) = eath(f)
- Max(t) = Mx(at)
— Hvis Xy, X5, ..., X, er uavhengige er

My 3t 4x, () = Mxy (£) - Mx, (£) - ... - Mx, (t)

* Egenskaper:

- M(0) = E[X"]

— X og Y har samme fordeling dersom Mx(t) = My (t)
* Vi har brukt momentgenererende funksjoner til & vise en del

sammenhenger mellom fordelinger

— linezer funksjon av uavh. normalfordelte variabler er normalfordelt
— sum av uavhengige poissonfordelte variabler er poissonfordelt



Estimator

* X1,Xa,..., X, er et tilfeldig utvalg fra f(x)-populasjonen
- X1,Xa,..., X, er uavhengige og X; ~ f(x) for i=1,2,....n

* Observator: En observerbar funksjon av SV er en observator

— ikke funksjon av ukjente parametre

* Estimator: Observator som brukes til 8 ansl& verdien til parameter

— parameter: 0, p, A, p
— estimator: 0, i, \, p



Estimator

* X1,Xa,..., X, er et tilfeldig utvalg fra f(x)-populasjonen
- X1,Xa,..., X, er uavhengige og X; ~ f(x) for i=1,2,....n

* Observator: En observerbar funksjon av SV er en observator

— ikke funksjon av ukjente parametre

* Estimator: Observator som brukes til 8 ansl& verdien til parameter

— parameter: 0, p, A, p
— estimator: 0, i, \, p

* Merk: En estimator er en stokastisk variabel

— har sannsynlighetsfordeling
— har forventningsverdi
— har varians



Viktige egenskaper for estimatorer

* 0 eren forventningsrett estimator for # dersom
E[6] =0

— hvis ikke er den forventingsskjev

* Foretrekker en estimator som er forventingsrett

— tenker oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger

* Av flere forv.rette estimatorer foretrekker vi den med minst varians

— tenker oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger



Viktige egenskaper for estimatorer

* 6 er en forventningsrett estimator for 6 dersom

E[0] = 6

— hvis ikke er den forventingsskjev

* Foretrekker en estimator som er forventingsrett

— tenker oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger

* Av flere forv.rette estimatorer foretrekker vi den med minst varians

— tenker oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger

* Hvordan bestemme om Var[a] eller Var[f] er stgrst?

— se p Var[é] - Vaﬂg]
— se p& Var[0]/Var[d]
— merk: kan avhenge av verdien til 6



Sannsynlighetsmaksimeringestimator (SME)

* |dé: Maksimer sannsynligheten for & observere det vi har observert

* Rimelighetsfunksjon: Sannsynligheten for & observere det vi har
observert, som funksjon av ukjent parameter 6

- typiSk: L(G) = f(X17X2, ey X 9) = H f(Xi; 0)

* For & finne SME m& vi maksimere L(0) m.h.p. 0
~ typisk: 1(6) = In L(0) = me X

I'0)=0=60=u(x,x2,...,%n)

0= U(Xl,XQ,...,Xn)



Sannsynlighetsmaksimeringestimator (SME)

* |dé: Maksimer sannsynligheten for & observere det vi har observert

* Rimelighetsfunksjon: Sannsynligheten for & observere det vi har
observert, som funksjon av ukjent parameter 6

- typiSk: L(G) = f(X17X2, ey X 9) = H f(Xi; 0)

* For & finne SME m& vi maksimere L(0) m.h.p. 0
~ typisk: I(6) = In L (6 Zm F(x;

I'0)=0=60=u(x,x2,...,%n)

0= U(Xl,XQ,...,Xn)

* Husk: Det "typiske” er ikke alltid korrekt, s& man m3 ogsa tenke!



Konfidensintervall

* Anta X1, X, ..., X, tilfeldig utvalg fra f(x; 6)-populasjonen

* Intervallet [(/9\L(X1,X2,...,X,,),é\u(xl,XQ,...,Xn)] er da et
(1 — ) - 100% konfidensintervall for # dersom

POL(X1, Xo, ..., X)) <0 < Ou(X1, Xa, ..., Xn)) =1 -«



Konfidensintervall

* Anta X1, X, ..., X, tilfeldig utvalg fra f(x; 6)-populasjonen

* Intervallet [§L(x1,x2,...,x,,),é\u(xl,xz,...,xn)] er da et
(1 — ) - 100% konfidensintervall for # dersom

POL(X1, Xo, ..., X)) <0 < Ou(X1, Xa, ..., Xn)) =1 -«

* Hva betyr dette?

— husk tolkningen av sannsynlighet
— det er Xy, Xa,..., X, som er stokastiske, 6 er (ukjent) tall
— ma tenke oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger



Hvordan utlede et konfidensintervall

*

La X1, Xa, ..., X, veere tilfeldig utvalg fra f(x; 8)-populasjonen
Finn pivotal Z = g(X1, X2, ..., X, 0)

— kun 8 er ukjent
— har kjent fordeling

*

*

Bestemmer 5 og 1 — 5-kvantilene

P(zi—s < g(X1,X2,...,Xp,0) < za) =1~

*

Lgser hver ulikhet m.h.p. 0, setter sammen igjen med 6 i midten
P(OL(X1, Xas .., Xn) <0 < 0u(X1, Xo,.... X)) =1—a
* Konkluder: (1 —«)-100% konfidensintervall for 6 er

[é\L(XI)X27 s 7Xn)7 é\U(Xl7x27 e 7Xn)]



Hvilke konfidensintervall har vi diskutert?

* Ett-utvalg normalfordeling

Konf.int. for u, o2 kjent: Z = Yl ~ n(z;0,1)

o=
n

— Konf.int. for i, 02 ukjent: T = % ~ tho1
— Konf.int. for 02, i kjent: V = ~ X2
— Konf.int. for 02, p ukjent: V = % ~x3_;

* To-utvalg normalfordeling

— Konf.int. for yy — pa, 02 og o2 kjente
* Ett-utvalg, binomisk fordeling

— Konf.int. for p

* Regresjonsmodell: «,



Hvilke konfidensintervall har vi diskutert?

* Ett-utvalg normalfordeling

x|

Konf.int. for u, o2 kjent: Z = 12‘ ~ n(z;0,1)

n

Konf.int. for p1, o2 ukjent: T = Xow gy

52

— Konf.int. for 02, ju kjent: V = 25 iv X2

— Konf.int. for 02, i1 ukjent: V = % ~x3_;
* To-utvalg normalfordeling

— Konf.int. for yy — pa, 02 og o2 kjente
* Ett-utvalg, binomisk fordeling

— Konf.int. for p
* Regresjonsmodell: «,
* Merk: Vi har laert en fremgangsma3te

— ikke bare disse spesialtilfellene



Prediksjonsintervall

* Anta X1, X, ..., X, tilfeldig utvalg fra f(x; 8)-populasjonen. X* er
en ny observasjon fra samme fordeling uavhengig av de gamle

* Intervallet [ X[ (x1, X2, ..., Xn), X[(x1,%2,...,Xp)] er da et
(1 — @) - 100% prediksjonsintervall for X* dersom

P(XE(Xl,XQ,...,Xn) SX* SXU(Xl,XQ,...,Xn)): l1—«
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* Hva betyr dette?

— husk tolkningen av sannsynlighet
— bade X1, Xz, ..., X, og X* er stokastiske
— ma3 tenke oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger



Prediksjonsintervall
* Anta X1, X, ..., X, tilfeldig utvalg fra f(x; 8)-populasjonen. X* er
en ny observasjon fra samme fordeling uavhengig av de gamle
* Intervallet [ X[ (x1, X2, ..., Xn), X[(x1,%2,...,Xp)] er da et

(1 — @) - 100% prediksjonsintervall for X* dersom

P(XE(Xl,XQ,...,Xn) SX* SXU(Xl,XQ,...,Xn)): l1—«

* Hva betyr dette?

— husk tolkningen av sannsynlighet
— bade X1, Xz, ..., X, og X* er stokastiske
— ma3 tenke oss at vi gjentar forsgket uendelig mange ganger

* Hvordan utlede et prediksjonsintervall

— Starte med X* — X (eller noe lignende) og regne tilsvarende
som for konfidensintervall



Hypotesetesting

* To hypoteser

— nullhypotese, Hy: Hypotesen vi skal undesgke om det er
grunnlag for & forkaste

— alternativ hypotese, H;: Det vi gnsker & undersgke om det er
grunnlag for & pésta

* To typer feil
Hg er sann | H; er sann
Forkast Hy Type I-feil | Korrekt
Ikke forkast Hy | Korrekt Type ll-feil
* Testobservator, Z: En observator som kan brukes til 8 formulere en
beslutningsregel, med en kjent fordeling nar Hy er riktig
* Beslutningsregel: Forkaster Hy dersom Z > k (for eksempel)
* Bestemmer kritisk verdi k fra kravet

P(Forkast Hy|Hy er riktig) = o



Hypotesetesting

* To hypoteser

— nullhypotese, Hy: Hypotesen vi skal undesgke om det er

grunnlag for & forkaste

— alternativ hypotese, H;: Det vi gnsker & undersgke om det er

grunnlag for & pésta
* To typer feil

Hg er sann | H; er sann
Forkast Hy Type I-feil | Korrekt
Ikke forkast Hy | Korrekt Type ll-feil

* Testobservator, Z: En observator som kan brukes til 8 formulere en

beslutningsregel, med en kjent fordeling nar Hy er riktig

* Beslutningsregel: Forkaster Hy dersom Z > k (for eksempel)

*« Bestemmer kritisk verdi k fra kravet

P(Forkast Hy|Hy er riktig) = o

* p-verdi: Sannsynligheten for & observere det vi har observert eller

noe mer ekstremt, nar Hq er sann




Hypotesetesting ved forkastningsomrddemetoden

* Anta X1, Xa,..., X, tilfeldig utvalg fra n(x; p, o)-populasjonen
% Anta n = 30 og at observerte verdier gir X = 121.6 og s> = 8.83

* @Dnsker 3 teste

Ho:p =120 mot Hy :p>120

Estimator for p: 1= X

*

* Vi vet at o
X—p

S2
n

* Testobservator:

~ t,—1 (bade under Hy og Hi)

X —120

52
n

T:

Nar Hp er sanner T ~ t,_1

*



Hypotesetesting ved forkastningsomrddemetoden (forts.)

* Testobservator: T
* Vet at T ~ t,_1 ndr Hy er sann

* Forkastningsregel: Forkaster Hy dersom T > k, der k bestemmes
fra kravet

P(Forkast Ho|Ho er sann) = P(T > k|Hp er sann) = «

f(t)

* Fra figuren ser vi at k = to p—1
* Forkastningsregelen blir dermed: Forkast Hy dersom T > t, 51

* Setter inn tall, og konkluderer



Hypotesetesting ved & regne ut p-verdi

* Anta X1, X,..., X, tilfeldig utvalg fra n(x; p, o)-populasjonen
% Anta n = 30 og at observerte verdier gir X = 121.6 og s> = 8.83

* @Dnsker 3 teste

Ho:p =120 mot Hy :p>120

Estimator for p: 1= X

*

* Vi vet at o
X—p

S2
n

* Testobservator:

~ t,—1 (bade under Hy og Hi)

X —120

52
n

T:

Nar Hp er sanner T ~ t,_1

*



Hypotesetesting ved & regne ut p-verdi (forts.)

* Testobservator: T

*

Vet at T ~ t,_1 ndr Hy er sann

*

Forkastningsregel: Forkaster Hy dersom T > k
Observert verdi for testobservatoren:

_x-120 1216
N /s2 8832

* p-verdien er da: p = P(T > 0.992|n&r Hy er sann) = 0.1647

*

=0.992




Hypotesetesting — hvilke situasjoner har vi sett p&?
* Ett-utvalg normalfordeling
— Hypotesetest for ji, 02 kjent: Z = X_‘:° ~n(z;0,1)

o

n

X— Ho

\/STN n—1

Hypotesetest for 02, u kjent: V = Tg ~x2

Hypotesetest for ji, 02 ukjent: T =

— Hypotesetest for 02, pu ukjent: V = % ~X2_;
* To-utvalg normalfordeling, Ho : 1 = po
— Hypotesetest nar 02 og o3 kjente
* Ett-utvalg, binomisk fordeling, Hy : p = po
— Konf.int. for p
* Fortegnstesten
* Tosidig permutasjonstest
* Regresjonsmodell: «, 3



Hypotesetesting — hvilke situasjoner har vi sett p&?
* Ett-utvalg normalfordeling

— Hypotesetest for u, 02 kjent: Z = Y_U‘? ~n(z;0,1)

n

Hypotesetest for 11, 02 ukjent: T = Xt ~t,

52
T

Hypotesetest for 02, u kjent: V = Tg ~x2

— Hypotesetest for 02, pu ukjent: V = % ~X2_;
* To-utvalg normalfordeling, Ho : 1 = po
— Hypotesetest nar 02 og o3 kjente
* Ett-utvalg, binomisk fordeling, Hy : p = po
— Konf.int. for p
* Fortegnstesten
* Tosidig permutasjonstest
* Regresjonsmodell: «, 3
* Merk: Vi har lert en fremgangsma3te

— ikke bare disse spesialtilfellene



Hypotesetesting — teststyrke

*

*

*

Anta X1, Xa, ..., X, tilfeldig utvalg fra n(x; u, og)-populasjonen
@nsker & teste: Ho: p =35 mot H; : u < 3.5

Estimator for p: 1= X

Vi vet at

x|

—p

~ n(z;0,1) (bade under Hy og Hi)

B ‘OQN

Testobservator:  X-35

N&r Ho er sann er Z ~ n(z;0,1)
Forkastningskriterium: Forkaster Hy nér Z < —z,
Spgrsmal:

— Hva blir P(Forkast Ho|p = 3.3)7



Hypotesetesting — teststyrke

*

*

*

Anta X1, Xa, ..., X, tilfeldig utvalg fra n(x; u, og)-populasjonen
@nsker & teste: Ho: p =35 mot H; : u < 3.5

Estimator for p: 1= X

Vi vet at

x|

—p

~ n(z;0,1) (bade under Hy og Hi)

B ‘OQN

Testobservator:  X-35

N&r Ho er sann er Z ~ n(z;0,1)
Forkastningskriterium: Forkaster Hy nér Z < —z,
Spgrsmal:

— Hva blir P(Forkast Ho|p = 3.3)7
— Hvor stor m& n vaere for at P(Forkast Hp|u = 3.3) > 0.27



Enkel linezer regresjon

* Har observasjonspar (x1, y1), (x2,y2),- - -, (Xn, ¥n)

y

3.0¢ ¢
201 « ox xx

10t %

* Modell: Y1, Ya,..., Y, er uavhengige og

Y; ~ n(y;; a+ Bx;, o)



Enkel linezer regresjon

* Har observasjonspar (x1, y1), (x2,y2),- - -, (Xn; ¥n)

y

3.0¢
201 o % wx

1.01

* Modell: Y1, Ya,..., Y, er uavhengige og
Yi ~ n(yi; a + Bx;, o)

* Minste kvadraters metode: Finner estimatorer for o og /3 ved &
minimere

n

SSE = Zn:(y,‘ -y = Z (YI —a— B\Xi)2
i—1

i=1



Enkel linezer regresjon

* Har observasjonspar (x1, y1), (x2,y2),- - -, (Xn; ¥n)

y

3.0
201 | 3

1.01

* Modell: Y1, Ya,..., Y, er uavhengige og
Yi ~ n(yi; a + Bx;, o)

* Minste kvadraters metode: Finner estimatorer for o og /3 ved &
minimere

n

SSE = Zn:(y,‘ -y = Z (YI —a— B\Xi)2
i—1

i=1



Hva mangler i denne repetisjonen

* Mange detaljer — utledninger
* Regning pa konkrete situasjoner

— mange eksamensoppgaver har fokus her



Noen rid fgr og pad eksamen



Noen rad FOR eksamen

* F& oversikt over emnet
— mer enn en lang rekke av spesialtilfeller

* Regn tidligere eksamensoppgaver

bruk tillatte hjelpemidler

mai og august 2020 var bestatt/ikke-best&tt: annerledes!

— november 2020, mai og august 2021 var hjemmeeksamen:
varianter av oppgaver

— bruk Igsningsforslagene fornuftig!!!

— husk: pensum er litt endret i &r!

* Spgr hverandre, kom p& fysisk statistikklab (gjerne i grupper)

— denne uka er siste uke med vanlig fysisk statistikklab!
— tid og sted for fysisk statistikk fgr eksamen kommer senere
— still spgrsmal pa digital statistikklab



Noen rad PA eksamensdagen

* Husk & ta med tillatte hjelpemidler
* Veer ute i (veldig) god tid
* Alle deloppgaver (1a,1b,2a,2b,2c,3a,3b) teller like mye

— alle er ikke like vanskelige
— alle innebzrer ikke like mye arbeid

* Faglaerere g&r rundt p& eksamen

— det er lov & spgrre om hva du vil
— vi kan ikke svare p& alle spgrsmal

* Les oppgaveteksten ngye:

— det er forskjell pa “skriv opp” og “utled”
— det er forskjell pa “forklar’ og “bevis”

* Skriv mellomregning slik at det er mulig 3 forstd hva du har
gjort/hvordan du har tenkt — fgr besvarelsen fornuftig

* Skriv slik at det er mulig for andre 3 lese h&ndskriften din!

* Pass p3 at du besvarer (alle) spgrsma3lene!



Tillatte hjelpemidler p& eksamen

* Tabeller og formler i statistikk

* Bestemt, enkel kalkulator

* Ett stemplet gult Ab-ark med egne hindskrevne (skrevet rett p§
arket) formler og notater

— du kan skrive p3 alle sider og med alle farger



Statistikk er mer enn TMA4240



Hva har vi gjort i TMA42407

* Sannsynlighetsregning:

— definert sannsynlighet og stokastiske variabler

— innfgrt regneregler for sannsynligheter og
sannsynlighetsfordelinger

— definert forventning og varians, og sett pa regneregler for disse

* Statistisk inferens:

— stort sett: Xi,..., X, tilfeldig utvalg
— punktestimator, konfidensintervall, hypotesetesting

* Hva mer finnes av statistikk?
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— innfgrt regneregler for sannsynligheter og
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* Hva mer finnes av statistikk?

— andre forsgksopplegg, ikke identisk fordelt og/eller avhengige
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Hva har vi gjort i TMA42407

* Sannsynlighetsregning:

— definert sannsynlighet og stokastiske variabler

— innfgrt regneregler for sannsynligheter og
sannsynlighetsfordelinger

— definert forventning og varians, og sett pa regneregler for disse

* Statistisk inferens:

— stort sett: Xi,..., X, tilfeldig utvalg
— punktestimator, konfidensintervall, hypotesetesting

* Hva mer finnes av statistikk?

— andre forsgksopplegg, ikke identisk fordelt og/eller avhengige
— ikke-parametrisk statistikk
— modeller/problemer hvor man ikke har analytiske svar



Hva har vi gjort i TMA42407

* Sannsynlighetsregning:

— definert sannsynlighet og stokastiske variabler

— innfgrt regneregler for sannsynligheter og
sannsynlighetsfordelinger

— definert forventning og varians, og sett pa regneregler for disse

* Statistisk inferens:

— stort sett: Xi,..., X, tilfeldig utvalg
— punktestimator, konfidensintervall, hypotesetesting

* Hva mer finnes av statistikk?

andre forsgksopplegg, ikke identisk fordelt og/eller avhengige
ikke-parametrisk statistikk

modeller/problemer hvor man ikke har analytiske svar

— bayesiansk statistikk (dere har lzert frekventistisk statistikk)



Naturlige neste statistikk-kurs
* TMA4265 Stokastisk modellering

— sannsynlighetsregning
— regning pa prosesser som utvikler seg i tid, markovegenskap
— mye kan Igses analytisk

* TMAA4255 Anvendt statistikk

— statistisk inferens
— multippel linezr regresjon, modellvalg, forsgksplanlegging,
ikke-parametriske metoder

* TMAA4267 Linezre statistiske modeller

— statistisk inferens
— mye av det samme som TMA4255, men undervises mer
matematisk

* TMAA4268 Statistisk laering

— regresjon og klassifikasjon, modellvalg/regularisering,
ikke-linearitet
— bruker funksjoner i R



