
Skriftlig innlevering 2, Oppgave 1 (av 4)

Oppgave 1 *

La  være en diskret fordelt stokastisk variabel med punktsannsynlighet  som angitt

i følgende tabell.

Finn forventningsverdien for , .

Python-koden under definerer en funksjon simX som genererer  realisasjoner av . Denne funksjonen

kan du benytte til å besvare neste spørsmål. Merk: Studer koden slik at du senere selv kan skrive
pythonfunksjoner.

Skriv python-kode som benytter stokastisk simulering, og spesielt simX-funksjonen definert over, til

å finne tilnærmede verdier for  og . Benytt for eksempel  og kjør gjerne

koden din flere ganger slik at du får en følelse av nøyaktigheten av tilnærmelsene. Sammenlign de

tilnærmede verdiene du finner her med de eksakte verdiene du fant over og i Skriftlig innlevering 1.

Fasit:

Oppgave 1: 

X f(x) = P(X = x)
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In [ ]: #UTLEVERT KODE (ingenting her skal endres) 

import numpy as np

#utfallsrom
x = np.arange(6)
#punktsannsynlighet
f_x = np.array([0.05,0.10,0.25,0.40,0.15,0.05]) 
#kumulativ fordelingsfunksjon
F_x = [np.sum(f_x[:i]) for i in range(1,7)]
def simX(n):
    x_sim = np.zeros(n) # for lagring av de simulerte x-ene 
    for i in range(n): #vi simulerer hver og en x for seg
        u = np.random.uniform() # en realisasjon fra uniformfordelingen U(0,1) 
        if(u < F_x[0]): #hvis u er mindre enn den laveste verdien i F_x vil
                          #vi at realisasjonen skal være 0
            x_sim[i] = x[0]
        elif(u <= F_x[1]): # hvis u er mindre enn den nest laveste verdien
            x_sim[i] = x[1] 
        elif(u <= F_x[2]):
            x_sim[i] = x[2] 
        elif(u <= F_x[3]):
            x_sim[i] = x[3] 
        elif(u <= F_x[4]):
            x_sim[i] = x[4] 
        elif(u > F_x[4]):
            x_sim[i] = x[5] 
    return x_sim

E[X] P(X ≤ 2) n = 1000

In [ ]: # Antall realisasjoner man skal bruke
n = 1000

# Simuler realisasjoner av X
x = ...

# Approksimer forventingsverdien til X
forventningsverdi = ...

# Approksimer sannsynligheten
P_X_le_2 = ...

# Skriv ut resultatet
print("Approksimert forventningsverdi: ", forventningsverdi)
print("Approksimert sannsynlighet: ",P_X_le_2)

2.65



Skriftlig innlevering 2, Oppgave 2 (av 4)

Oppgave 2 *

La  være en stokastisk variabel som beskriver hvor lang tid en komponent har fungert i det den svikter. Vi kaller da  for

levetiden for komponenten.

Levetiden  (målt i antall år) til en bestemt type mekaniske komponenter har vist seg å følge en fordeling med kumulativ

fordelingsfunksjon gitt ved

der  er en parameter som beskriver kvaliteten til komponentene.

Deloppgave a)

Finn sannsynlighetstettheten til , . Eventuelt hent denne fra din besvarelse av Skriftlig innlevering 1.

Finn en formel for  (som funksjon av ). Du kan her uten bevis benytte at

Deloppgave b)

La .

Finn en formel for hvordan man fra  kan definere  slik at kumulativ fordeling for  blir som angitt over.

Skriv en python-funksjon som genererer  realisasjoner av . La funksjonen ha to input-parametre, antall realisasjoner 

og verdien til kvalitetsparameteren . Benytt funksjonen til å generere (for eksempel)  realisasjoner av

 med (for eksempel) , og lag et sannsynlighetshistogram for de genererte verdiene. Spesifiser at histogrammet

skal ha 100 intervaller, se kode under. Plott også sannsynlighetstettheten  i samme plott som

sannsynlighetshistogrammet. Ser det ut til at du har generert realisasjoner av  på korrekt måte?

Her er deloppgave b) slutt.

Et instrument inneholder fem komponenter av denne typen, to av disse komponentene har kvalitetsparameter  og de

andre tre komponentene har . De fem komponentene svikter uavhengig av hverandre og instrumentet fungerer så

lenge minst tre av de fem komponentene fungerer. La  betegne levetiden til instrumentet.

Deloppgave c)
Skriv en python-funksjon som genererer  realisasjoner av . Funksjonen skal ha en input-parameter, nemlig antall

realisasjoner . Benytt funksjonen til å genererere (for eksempel)  realisasjoner av , og lag et

sannsynlighetsistogram for de genererte verdiene.

Deloppgave d)
Benytt python-funksjonen du har implementert over til å finne tilnærmede verdier for , ,  og

.
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In [ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def simX(n,alpha):
    u = np.random.uniform(size=n) #array med n elementer.
    x = ...  # fyll inn formelen du fant for x
    
    return x

# Sett antall realisasjoner og verdien til alpha
n = 10000000
alpha = 1

# simuler realisasjoner av X
x = ...

# Lag sannsynlighetshistogram for de simulerte verdiene
plt.hist(x, density=True,bins=100)  #density=True gjør at vi får et sannsynlighetshistogram

# Angi navn på aksene

# Regn ut og plott sannsynlighetstettheten til X på samme plott

# Avslutt med å generere alle elementene du har plottet
plt.show()

α = 1
α = 1.2

Y

n Y

n n = 10 000 Y

In [ ]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

# definer funksjonen og benytt denne som angitt i oppgaven

E[Y ] SD[Y ] P(Y ≥ 2)
P(Y ≥ 2|Y ≥ 1)

In [ ]: # Fra nå av må du selv huske på å inkludere pakkene du skal bruke selv



Skriftlig innlevering 2, Oppgave 3-4 (av 4)

Oppgave 3

Simultanfordelingen  til to diskret fordelte stokastiske variabler  og  er gitt ved følgende

tabell.

Finn marginalfordelingen for , dvs , og den betingede fordelingen for  gitt , dvs

.

Finn forventningsverdien for , , og forventningsverdien til , .

Er  og  uavhengige stokastiske variabler? Begrunn svaret.

Oppgave 4

I denne oppgaven skal vi regne på tvunget yatzy, se spilleregler beskrevet på

https://no.wikipedia.org/wiki/Yatzy. For å forenkle situasjonen skal vi i denne oppgaven ikke tillatte at

man tar yatzy utenfor tur.

Vi starter med å kaste for enere. Man kaster da fem terninger og tar vare på de terningene som viser et

øye. De terningene som ikke viste et øye kaster man på nytt. Igjen tar man vare på de terningene som

viser et øye, og kaster de terningen som fremdeles ikke viste et øye en tredje gang. Man teller så opp

hvor mange terninger som endte opp med et øye, og dette er antall poeng vi får for enerne.

La oss nummerere de fem terningene fra terning 1 til terning 5, og la  være hendelsen at vi ender opp

med et øye på terning nummer . Definer så de stokastiske variablene  ved å sette 

hvis hendelsen  skjer og  ellers. La så den stokastiske variabelen

være antall terninger som ender opp med et øye.

Deloppgave a)

Hva er sannsynligheten for at vi ender opp med et øye på terning nummer , ?

Finn  og .

Finn også  og .

Her er deloppgave a) slutt.

I neste runde kaster vi tilsvarende for toere, i tredje runde kaster vi for treere og så videre opp til at vi

kaster for seksere. La  være antall terninger som ender opp med to øyne når vi kaster for toere, la

 være antall terninger som ender opp med tre øyne i runden hvor vi kaster for treere, og så

tilsvarende videre opp til . Antall poeng man får i løpet av de seks første rundene av tvingen yatzy er

dermed

Deloppgave b)

Forklar hvorfor  må være uavhengige stokastiske variabler og at de alle må ha

samme sannsynlighetsfordeling.

Finn forventingsverdi og varians til . Regn også ut standardavviket til .

Her er deloppgave b) slutt

Hvis man i løpet av de første seks rundene av yatzy får minst  poeng får man bonus. Over regnet du ut

 og . Det å regne ut sannsynligheten for bonus, , er ikke like enkelt. Men ved

hjelp av stokastisk simulering kan man ganske enkelt finne en tilnærmet verdi for denne

sannsynligheten.

Deloppgave c)

Skriv en pythonfunksjon som simulerer en av de seks første rundene i yatzy og returnerer antall

terninger som ender opp med det ønskede antall øyne.

Skriv en ny python-funksjon som ved å kalle den første python-funksjonen genererer  realisasjoner

av . Denne funksjonen må altså ha  som input-parameter.

Benytt den siste python-funksjonen til å generere (for eksempel)  realisasjoner av  og

lag et histogram av de genererte verdiene. Ut fra dette histogrammet, ser verdiene du fant for 

og  riktige ut?

Benytt også de  realisasjonene av  til å finne en tilnærmet verdi for .

Fasit:

Oppgave 3: 

Oppgave 4a): 

Oppgave 4b): 
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In [1]: # Her kan du skrive din pythonkode.

E[X] = 1, E[Y ] = 5/3
0.421, 0.421, 0.244, 2.11, 1.22
E[Z] = 44.24, Var[Z] = 110.9, SD[Z] = 10.5

https://no.wikipedia.org/wiki/Yatzy

