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Husk: Momentgenererende funksjoner og egenskaper for disse
Definisjon (Momentgenererende funksjon)

Momentgenererende funksjon til en stokastisk variabel X er

Mx(t) = E[e™].

Teorem
La X veere en stokastisk variabel og la a vaere en konstant. Da har vi at

* Myia(t) = e Mx(t),
* Max(t) = Mx(at).

La X1, Xz, ..., X, vaere uavhengige stokastiske variabler. Da har vi at
* Mxg 1 Xot...4X, () = Mxy (t) - My (t) - ... - Mx, (t).
Teorem

La X og Y veere to stokastiske variabler med momentgenererende funksjoner henholdsvis
Mx(t) og My (t). Dersom

Mx(t) = My(t)

for alle t er ogs3 fordelingene til X og Y identiske.

* | denne videoen: Bruke momentgenererende funksjoner til & (be)vise
— egenskaper til fordelinger
— sammenhenger mellom fordelinger

* Hvorfor?

— for & laere disse egenskapene
— for & lzere hvordan slike egenskaper kan bevises



Bevis ved hjelp av momentgenererende funksjoner
X ~ N(u, 0%): Mx(t) = et 3%
Mx+a(t) = e‘"l\/lx(t), Max(t) = M)((af)

2

X1, X2, ..., X, uavhengige:
MX1+X2+...+X,,(f) = Mxl(t) : l\/le(t) cee My (t)

Teorem
La X1, Xz, ..., X, vaere uavhengige og X; ~ N(u,-,o,-z), i=1,2,...,n Laaj,az,...,a, 08 b

vaere konstanter, og
n

Y= aXi+b=aXi+aXe+...+a.X, +b.
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53 My (t) = Mz(t) og dermed har Y samme fordeling som Z, og teoremet er bevist.



Bevis ved hjelp av momentgenererende funksjoner

Fra matematikk:

limys oo (1 + )" = &
Teorem
La X ~ bin(n, p). | grensen ndr n — oo og p — 0 p& en slik mite at A\ = np holdes konstant
har vi da at X ~ Poisson(\).

Bevis

% Anta at Z ~ Poisson(\). Momentgenererende funksjoner til Z er da

oo AZ
Mz (t) = E[etz] = Zetz—497A = =Y
= z!

* Momentgenererende funksjon for X ~ bin(n, p): Mx(t) = (pe' +1 — p)"
* Setter X = np < p = \/n, som gir

Mx(t) = (%e’+1— %>_ <1+@>n

A t 1 n
lim Mx(t) = lim <1+ M) — Y

n— oo n— 00 n

* Larsd n — oo:

% S5 limp_ 00 Mx(t) = Mz(t)

* Har dermed vist at i grensen ndr n — oo og p — 0 slik at np = X vil fordelingen til X
konvergere mot fordelingen til Z, og teoremet er bevist



Andre teoremer som kan bevises ved momentgenererende funksjoner

Teorem
La X1, Xz, ..., X, vaere uavhengige og Xj ~ Poisson(X\;). LaY =37, Xi. DaerY
poissonfordelt med parameter 37, A;.

Teorem
La X1, Xz, ..., X, veaere uavhengige og X; ~ Xf’i‘ LaY =377 X;. DaerY kjikvadratfordelt
med Y7 . v; frihetsgrader.

Teorem

La X1, Xz, ..., X, vaere uavhengige og eksponensialfordelt med samme parameter A. La
Y =337, X;. Da er Y gammafordelt med parametre o = n og 8 = %.

Teorem

La X1, Xa, ..., X, veere uavhengige og binomisk fordelt og X; ~ bin(n;,p). La Y =37 | X;.
Da er Y binomisk fordelt med n = 377 | n; forsgk og sannsynlighet for suksess lik p.

Teorem
La X ~ bin(n, p) og la
X —np

Vnp(1 = p)’

| grensen ndr n — oo er da Z ~ N(0,1).



Oppsummering

* Har sett hvordan momentgenererende funksjoner kan brukes til & bevise teoremer

— om egenskaper til fordelinger
— sammenhenger mellom fordelinger

* Har dermed laert en del nye

— egenskaper til fordelinger
— sammenhenger mellom fordelinger



