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Momenter og momentgenererende funksjoner

Definisjon (r-te ordens moment)

La X vaere en stokastisk variabel. Da er r-te ordens moment til X gitt som
wr = E[X']
forr € {1,2,...}.

* Merk:

- m=EX]=p
— siden Var[X] = E[X?] — E[X]? har vi at p> = E[X?] = 0% — u2

Definisjon (Momentgenererende funksjon)

Momentgenererende funksjon til en stokastisk variabel X er

My (t) = E[e™].

Teorem
La X vaere en stokastisk variabel med momentgenererende funksjon Mx(t). Forr € {1,2,...}
har vi da at

M{(0) = EIX] = u,



Momenter og momentgenererende funksjoner My (t) = E[e™]

Teorem
La X vaere en stokastisk variabel med momentgenererende funksjon Mx(t). Forr € {1,2,...}
har vi da at

M (0) = EX'] = u,

Bevis (for kontinuerlig stokastisk variabel)

d oo oo d oo
My (t) = E/ e™f(x)dx = / Eetxf(x)dx = / xe™ f(x)dx

ML (0) = /jo F(x)dx = E[X]

d? co oo (2 o,
M)l(/(t): F/;w e”f(x)dx = . Fetxf(x)dx:/iwx e f(x)dx

MY (0) = /_ = 3f(x)dx = E[X?]

(r) _ d’ i txf- _ oo d" txf _ ® txf
My (t)idt’ e (x)dx = e (x)dx = - xe (x)dx

MO (0) = /jo X F(x)dx = E[X']




Regneregler for momentgenererende funksjoner My (t) = E[e™]

Teorem
La X veere en stokastisk variabel og la a vaere en konstant. Da har vi at

* Mxia(t) = e Mx(t),
* Myx(t) = Mx(at).

La X1, Xz, ..., X, vaere uavhengige stokastiske variabler. Da har vi at
* Mg 1 Xot .. 4X,(t) = Mxy (t) - My (t) - ... - Mx, (t).
Bevis

Mx1a(t) = E[e"XF] = E[e¥F] = E[e - &] = ™ E[e™] = €™ Mx(t)
Max(t) = E[e'®0] = E[eCX] = Mx(at)
My ixg oy (1) = E[f02 2T 4%0]
_ E[e:x1+txz+m+tx,,]
= E[e™1 . e%2 . . ePn]
= E[e"1] - E[e®2]- ... E[e™"]
My (t) - Mxy (t) - ... - Mx, (t)



Momentgenererende funksjon for en normalfordeling My (t) = E[e™X]
Sannsynlighetstthet for normalfordeling:
_ 1 =p)?
f(x) = \/7 Zexp { 27 o2 }
MaX( ) = Mx(at)
Mxsa(t) = e Mx(t)

% La X ~ N(u,o?). Finner fgrst momentgenererende funksjon for Z = % ~ N(0,1)

oo oo 1 22
Mgz(t) = E[e*] :/ e?f(z)dz :/ e ——e T dz
oo — oo V2w

:/Oo iexp{—1 (zz—2tz)}dz
oo V2T 2
oo 1 1/, 5 t2
= S —= — 2t t — ¢ d
/_oo 2‘n’exp{ 2(2 z + )+2 z

2 oo 1 2

= e 2

t

—oo V2T
* Merk: Z=224 & X =p+oZ

(at)?
Mgz( ) Mz(o’l’) =e 2

022 1
Mx(t) = Mysoz(t) = e Myz(t) = e - "2 = exp {Ht + Eaztz}



Momentgenererende funksjon for & beskrive en sannsynlighetsfordeling

Teorem

La X og Y veere to stokastiske variabler med momentgenererende funksjoner henholdsvis
Mx (t) og My(t). Dersom

Mx(t) = My (t)

for alle t er ogs3 fordelingene til X og Y identiske.

* Ofte enklere & vise at Mx(t) og My(t) er like enn & vise at fx(x) og fy(y) er like

+ | annen video: Dette kan brukes til & vise

— egenskaper til fordelinger
— sammenhenger mellom fordelinger



Oppsummering

* Har definert begrepene

— momenter, u, = E[X']
— momentgenererende funksjon, Mx(t) = E[e™X]

* Har sett p3 egenskaper til momentgenererende funksjoner
- MY(0) = E[X']
- Mx+a(t) = e‘"MX(t)
- MaX(t) = Mx(at)
— hvis X1, Xz, ..., X, er uavhengige har vi at
Mxq 43+ 4%, (£) = Mixg (£) - My (£) - - - . - Mx, ()

* Har kort nevnt at

— teorem: hvis Mx(t) = My(t) har X og Y samme sannsynlighetsfordeling
— mer om dette i annen video



