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Normalfordeling
Definisjon (Normalfordeling)
En kontinuerlig fordelt stokastisk variabel X sies å være normalfordelt med forventningsverdi µ
og varians σ2 > 0 dersom sannsynlighetstettheten er gitt ved

f (x) =
1
√
2π

1
σ

exp

{
−
1
2

(x − µ)2

σ2

}
for −∞ < x <∞.

Hvis µ = 0 og σ2 = 1 sier vi at X er standard normalfordelt.

? Normalfordelingen er den klart viktigste fordelingen
– erfaring tilsier at mye er normalfordelt (målefeil, naturlige variasjoner, osv)
– enkel å regne på
– mange fordelinger kan tilnærmes med normalfordeling
– «mye blir normalfordelt når noe blir stort» — mer om dette senere

µ = 0.0
σ = 1.0

µ = 0.0
σ = 2.0

µ = 2.0
σ = 1.0

µ = 2.0
σ = 0.5

x−5.0 −4.0 −3.0 −2.0 −1.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

f (x)

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8



Forventningsverdi og varians i normalfordeling

Normalfordeling: f (x) = 1√
2π

1
σ exp

{
− 1

2
(x−µ)2

σ2

}
Varians: Var[X ] = E [(X − µ)2]

Delvis integrasjon:
∫ b
a
udv = [uv ]ba −

∫ b
a
vdu

? Merk: f (x) er symmetrisk om µ

f (µ− x) =
1
√
2π

1
σ

exp

{
−
1
2
x2

σ2

}
= f (µ + x)

? Siden f (x) er symmetrisk om µ har vi at

E [X ] = µ

? Definisjonen av varians gir

Var[X ] = E
[

(X − µ)2
]

=

∫ ∞
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1
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1
σ
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)
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Delvis integrasjon:

u =
σ
√
2π

(x − µ), dv =
x − µ
σ2 e

− 1
2

(x−µ)2

σ2 dx

du =
σ
√
2π

dx, v = −e−
1
2

(x−µ)2

σ2



Kumulativ fordeling og standardisering
? Sannsynlighetstetthet

f (x) =
1
√
2π

1
σ

exp

{
−
1
2

(x − µ)2

σ2

}
,−∞ < x <∞

? Kumulativ fordelingsfunksjon

F (x) = P(X ≤ x) =

∫ x

−∞
f (t)dt =

∫ x

−∞
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√
2π
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−
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(t − µ)2
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}
dt

=

∫ x−µ
σ

−∞

1
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σdv

=

∫ x−µ
σ

−∞

1
√
2π

e−
1
2 v2dv

=

∫ x−µ
σ

−∞
ϕ(v)dv

= Φ

(
x − µ
σ

)

Subst:
v = t−µ

σ

t = µ + σv

dt = σdv

ϕ(x): sannsynlighetstetthet
for standard normalfordeling

Φ(x): kumulativ fordelingsfunksjon
for standard normalfordeling

? Tilstrekkelig med tabell over sannsynligheter i standard normalfordeling

? Eksempel: Anta X ∼ N(µ, σ2) med µ = 1.2, σ = 0.45

P(X ≤ 0.67) = P

(
Z ≤

0.67− 1.2
0.45

)
= Φ(−1.18) = 0.1190

– eventuelt finne P(X ≤ x) ved å kalle en funksjon



Kvantiler i standard normalfordeling

? Sannsynlighetstetthet i standard normalfordeling

ϕ(z) =
1
√
2π

exp

{
−
1
2
z2
}
,−∞ < z <∞

z

ϕ(z)

zα

α

z1−α

α

? Ønsker nå å finne en verdi zα slik at P(Z > zα) = α

– verdien zα kan finnes i tabell
– verdien zα kan finnes ved å kalle en funksjon

? Merk: Siden ϕ(z) er symmetrisk om z = 0 får vi at

z1−α = −zα



Simulering fra normalfordeling

? Har tidligere diskutert generell algoritme for å simulere fra en kontinuerlig fordeling
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? For normalfordeling

– har ikke formel for F (x)

– kan ikke finne formel for F−1(u)

? Kan vises: Dersom U1 ∼ Unif[0, 1] og U2 ∼ Unif[0, 1] uavhengig av hverandre, har vi at

Z1 =
√
−2 ln(U1) · cos(2πU2) ∼ N(0, 1),

Z2 =
√
−2 ln(U1) · sin(2πU2) ∼ N(0, 1),

og Z1 og Z2 er uavhengige.

? Hvordan simulere fra N(µ, σ2) når µ 6= 0 og/eller σ 6= 1?

– kommer senere!



Oppsummering
? Har definert normalfordeling

– ved å angi sannsynlighetstettheten, f (x) = 1√
2π

1
σ exp

{
− 1

2
(x−µ)2

σ2

}
,−∞ < x <∞

? Har funnet

– forventningsverdi, E [X ] = µ

– varians, Var[X ] = σ2

? Har diskutert hvordan man kan

– finne sannsynligheter P(X ≤ x) ved hjelp av tabell over standard normalfordeling
– finne kvantiler zα i standard normalfordeling fra tabell

? Normalfordeling kalles også gaussfordeling, oppkalt etter Carl Friedrich Gauß
(1777-1855): tysk matematiker, astronom, geodet og fysiker


