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Sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet og rimelighetsfunksjonen

* Hvordan finne/bestemme en fornuftig estimator for en parameter?

— ulike metoder/prinsipper finnes
— tolkning av parameter kan benyttes, f.eks. 1 = X
— vi skal n3 se p& et annet prinsipp for konstruksjon av estimator

Definisjon (Sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet)

Dersom man skal estimere verdien til en parameter 6 ut fra observerte verdier x1, X2, . .., Xn,
skal man velge som estimat den verdi av 0 som gjgr det mest sannsynlig § observere de
verdiene man faktisk har observert.

Definisjon (Rimelighetsfunksjonen)

La X1, Xz, ..., X, vaere stokastiske variabler med simultan sannsynlighetsfordeling
f(x1, X2, ...,%n; 0), der O er en skalar parameter eller en vektor av parametre. Anta at en
formel for f(x1, x2, . .., xn; 0) er kjent, men at verdien til 0 er ukjent. Hvis man har observerte
verdier x1, X2, . . . , X, for de stokastiske variablene X1, Xz, . .., X, er rimelighetsfunksjonen gitt
som
L(6;x1, X2, ..., %) = f(x1,X2,..., X 0).
* Merk: Velger som estimat for 0 den verdien av # som maksimerer L(0; x1, X2, . . . , Xn)
— kan skrive estimatet som 0 = u(xy, X2, ..., Xn)

* Neste side: Xy, Xz, ..., X, tilfeldig utvalg fra eksponensialfordeling med parameter A



Eksempel: Rimelighetsfunksjon og sannsynlighetsmaksimeringsestimat
* La Xy, Xz, ..., X, veere et tilfeldig utvalg fra en eksponensialfordeling med parameter A

* Simultan sannsynlighetstetthet blir
n n n
f(x1, X2,y Xni A) = H f(xi; A) = H [/\eﬂx"] = \"exp {*Ale} iX1,X2, ... ,X >0
i=1 i=1 i=1
* La x1, X2, ..., X, vaere observerte verdier

* Rimelighetsfunksjonen blir
LN X1, X2, ..., Xp) = )\"exp{—AZx,'} ,A>0
i=1

* Finner maksimumspunkt ved & derivere og sette den deriverte lik null

L'(A;xa, X2, ..y %) = nA"" 2 exp{f)\Zx,} + A" exp {7>\ZX,'} . (* Z%‘)
i—1

i=1 i=1
n n
=A"texp {—/\Zx,-} . (n — )\Zx,-)
i=1 i=1
u n
L/()\;xl,xz,“wxn):0¢>n—/\2x;:0<:>/\: R
-1 i=1 Xi
* Sannsynlighetsmaksimeringsestimatet er altsd
n



Sannsynlighetsmaksimeringsestimator

Prinsipp: Velg som estimat den verdi som gjgr det
mest sannsynlig & observere det man har observert
Rimelighetsfunksjonen: L(0;x1,x2,...,Xp)

Estimat: 6 = u(xa, X2, -y Xn)

Definisjon (Sannsynlighetsmaksimeringsestimator)

La u(x1, x2,...,xn) betegne estimatet man f8r for 0 ved § benytte
sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet. Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for 0 er
da

0 =u(Xe, Xa,..., %)

n

n .
=1 Xi

+ | eksempel p4 forrige side: A = u(x1, X2, ..., Xn) =

— SME blir dermed: A = u(X1, Xa, . . .

* Merk:

— for & finne maksimumspunkt for L(0; x1, X2, . .., x,) M& vi derivere denne
— L(0; x1, X2, ...,xn) er vanligvis et produkt av flere faktorer

— & derivere et produkt av flere faktorer er «tungvint»

— mye enklere & derivere en sum!



Log-rimelighetsfunksjonen

Definisjon (Log-rimelighetsfunksjonen)

La L(0;x1,x2, - ..,Xn) vaere en rimelighetsfunksjon. Log-rimelighetsfunksjonen er da
(0; X1, X2,y -y Xn) = INL(O; X1, X2, + - .y Xn)
for de verdier av 6 hvor L(0; x1, x2, ..., xn) > 0.

* Merk: In er en strengt voksende funksjon
— L(0;x1,x2,...,%) 0g £(0; x1, X2, ...,X,) har maksimum for samme verdi av 6

* Formulert matematisk:

d
Z/(G;xl,xz,...,x,,) = — InL(0; x1,%2,...,Xn)
do
! Lo )
= . IX1, X2, - e ey Xn
L(0; x1, %2, - Xn) o2

E'(G;xl,xz,...,x,,) =0 & LU'(Bixi,x2,...,%)=0



Eksempel: Log-rimelighetsfunksjon og SME
* La Xy, Xz, ..., X, veere et tilfeldig utvalg fra en eksponensialfordeling med parameter A

* Simultan sannsynlighetstetthet blir
n n n
Fla, e oxni ) = [ F000) = [T [Ae ] = A"exp{—xzx,-} Xt %% 20
i=1 i=1 i=1
* La x1, X2, ..., X, vaere observerte verdier

* Rimelighetsfunksjonen blir
LN X1, X2, ...y Xp) = )\"exp{fx\Zx,-} ,A>0
* Log-rimelighetsfunksjonen blir
LN X1, X2, s Xn) = INL(A; X2, X2, ..., Xn) = nln X — )\Zx;
i=1

* Finner maksimumspunkt ved & derivere og sette den deriverte lik null

C(Nixa,Xay e x) =0~ — S x;
A ¢
i=1
4 n
L(Xixa, %2, .., %) =0 & A= s
* Sannsynlighetsmaksimeringsestimatet er alts§
X ( ) n
= u(X1,X2,...,Xn) =
1, X2, 3 Xn Zin:l X,
* Og SME blir
n



Oppsummering

* Har definert

— sannsynlighetsmaksimeringsprinsippet

— rimelighetsfunksjonen, L(0; x1, X2, ..., %n) = f(x1,X2, ..., Xn; 0)
— sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME)
— log-rimelighetsfunksjonen, £(0; x1, x2,...,Xn) = In L(0; x1, X2, . - ., Xn)

* Regneprosedyre for & utlede SME

— finne simultanfordeling for aktuelle stokastiske variabler, f(x1,x2, ..., Xn; 0)
— bestemme L(0; x1,x2,...,Xn)
— bestemme £(0; x1, x2, ..., Xn)
— finne hvilken verdi av § som maksimerer £(0; x1, x2, . . . , Xn)
— formulere SME ved § erstatte observerte verdier xy, x2, . . ., x, med stokastiske
variabler Xy, X2, ..., X,
* Merk: £(0; x1,x2, . ..,xn) kan ha sitt maksimum i et
— kritisk punkt, dvs en verdi av @ der £'(0; x1,x2,...,x,) =0
— singulzert punkt, dvs en verdi av 0 der £'(0; x1, x2, . . ., X,) ikke eksisterer

- et knekkpunkt
- diskontinuitetspunkt

— i en verdi pd randen av definisjonsomradet



