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NB: Merk at det ble gitt ulike varianter av oppgavene. I denne lgsningsskissen gis
det kun detaljert utregning for variant A av hver oppgave. De gvrige oppgavevari-
antene lgses tilsvarende. For disse gis det derfor her kun fasitsvar.

Problem 1

« Utvalgets gjennomsnitt: £(—1+2+3+7+9) =400

« Utvalgsvarians (empirisk varians):

(=4l + 247+ (3 -4+ (T— 4"+ (9-4)") = 16.00

e Median: 3.00

B: 14, 16, 13
C: 7, 37.5, 10
D: 5,11, 5

Problem 2

« P(BNC)=P(B)P(C|B)=02-05=0.1

e P(C|A) = 2U0C) _ PAICIPE) _ p(or) = DALELA) _ 008025 _ () 9

P(A) — T P4 P(AIC)  — o1 2ay

e}

« P(ANC) = P(A)P(C|A) = 0.08 - 0.25 = 0.02.

 P(BN(AUC)) P(BAC) - 01 B
PBIAVC) = =500y ~ PlA £ PO) - P(ANC) 008 +02—002 238

B: 0.04, 0.50, 0.05
C: 0.09, 0.125, 0.257
D: 0.10, 0.05, 0.690
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Problem 3

o 16%-4 = 262144

o (5)-16%- 4% 4 = 20971520
B: 1856465, 974644125

C: 24576, 622080

Problem 4

e« P(X>1)=P(X=2)+P(X =3)+P(X =4)+ P(X =5) = 0.10+0.25 +
0.20 + 0.25 = 0.800

_ P(X<4nX>3) _ P(X=3)+P(X=4) 0254020
Opéig)ﬁ 41X > 3) = P(X>3)  P(X=3)+P(X=4)+P(X=5) _ 0.25+0.2040.25

« E[X]=0-0.054+1-0.154+2-0.10+3-0.25+4-0.20+5-0.25 = 3.150

B: 0.75, 0.727, 2.65
C: 0.70, 0.737, 3.15
D: 0.55, 0.833, 2.65

Problem 5

I en eksponensialfordeling har vi at Var[X] = % = % slik at vi her far g = %,

eventuelt A\ = 3. Dessuten vet vi at kumulativ fordelingsfunksjon i en eksponen-
sialfordeling er gitt ved

1—e ™ forxz>0,
0 ellers.
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e PX>1)=1-P(X<1)=1-(1-e*)=e?=0.050
P(X<0.5nX<1.1 P(X<0.5 —e 305
o P(X < 05X < 1.1) = PEEEONSLD — SUES08 — Lo it — 0.807

B: 0.25, 0.0183, 0.875
C: 0.5, 0.135, 0.711

Problem 6
Vi har oppgitt at
E[X]=p, Var[X]=0? E[Y]=2u og Var[Y]=4c".

Vi starter med a sjekke hvilke estimatorer som er forventningsrette ved a regne ut
forventningsverdien til hver estimator.

Blf) = B[] = JEIX 4+ ¥] = 5 (BX] + BY)) = 2+ 2 = S
B[y = E :QX: Y] _ iE[QX 4y = jl@E[X] +Y) = 411(2“ o) =g
Bl = B [*% 2] = CBIBX 4+ Y] = £ (B[X] + BIY)) = £ (3u -+ 20) = 4

Vi ser at p* and i er forventningsrette. Finner derfor variansen til disse to for &
bestemme hvilken av disse som er mest effisient.

12X + YT 1\2 1
Var[p*] = Var I = (4) Var[ZX +Y] = 16 (Var[2X] + Var[Y])
_ 1 " _ 1,
=1 (2 Var[X] + Var[Y’ ]) (40 + 4o ) =50
[3X + YT 2
Var[p] = Var 5 5+ ( ) Var[3X + Y|

25
Siden % >

B: Foretrekker ji.

C: Foretrekker f.

(Var[3X] + Var[Y]) =

(32Var[X] + Var[Y]) = (90 + 40?) =

25(

% far vi at p* er mest effisient. Sa av de tre estimatorene vil vi foretrekke p*.

—0
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Problem 7

Vi finner fgrst marginalfordelingen for X. For = > 0 far vi

iy a
i — — X
231

f(fv)I/_O;f(:c,y)dyz/_ZieXp{— }dy
—e [ g}
[ R Py e S 2
=i [ {gu-aas [Cen{-j0-n}al

_ ie_z {2 exp {;(y — x)HZjoo + {—2 exp {—;(y - x)}]z:j
_ i@—x (26— 0) + (0 — (~2¢"))]
— 4116_30 4 =e".

For z < 0 har vi apenbart f(z) = 0, s& marginalfordelingen til x blir

e for x>0,
f(z) = { 0 ellers.

Den betingede fordelingen for Y gitt X = x blir da

~ flzy) %GXP{— [m—i—%\y—x\]}
o) =Ty = oxp (1)

1 { 1| |}
—4exp 2y x

for —oo <y < o0.

le=3%  for x>0
— 2 )
f(x) { 0 ellers.

Flola) = g exp {1y — al}
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C:
272 for x > 0,
flz) = { 0 ellers.
flylr) = exp{—2|y — z[}
Problem 8

For a finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for p starter vi med a etablere
rimelighetsfunksjonen,

Log-rimelighetsfunksjon blir da
(p) = L(p) = nlnp + (z - n) (1 — p).
i=1

Deriverer /(p) og setter den deriverte lik null for & bestemme for hvilken verdi av
p log/rimelighetsfunksjonen har sitt maksimum,

E'(p)zn—k(ixi—n) -L-(—l):O

p

)
n(l—p) = (Zmz —n)p
i=1
)
n—np=py x; —np
i=1
)
n
P=5w
i=1Ti
Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for p blir dermed

N n
p = n )
ie1 X
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og med de oppgitte observasjonene blir estimatet

6 6

1+54+2+10+15+3 36

llo> ] =

For a finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for 6 = % kan vi argumentere
med at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren er invariant under reparametris-
ering og dermed direkte fa at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for 6 er

1 1 1 ZXz'-
=1

1)

= ™ = —
p Z?:l Xi i

Dersom man ikke kjenner til at sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren er invari-

ant under reparametrisering kan man utlede sannsynlighetsmaksimeringsestima-

toren for § = 1 & p = % ved & starte med rimelighetsfunksjonen for #. Denne

rimelighetsfunksjonen blir

Log-rimelighetsfunksjonen blir da

060) = —nlnf + (znjx —n> In (1 _ ;)

i=1

Deriverer sa denne med hensyn pa # og setter den deriverte lik null for & finne for
hvilken verdi av 6 log-rimelighetsfunksjonen har sitt maksimum.

0=+ (Fa) (- ()
1

n n

Siden vi har at p € (0,1) m& vi ha at # = £ > 1. Vi er dermed kun interessert i
lgsninger av ligningen over hvor # > 1. Lgsningen vi er interessert i ma dermed ha

n(0—1) = (f:x—n> @eziixi.

=1
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Sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren for 6 blir dermed

.ZXZ"

=1

é\:

S|

For en geometrisk fordeling vet vi at E[X;] = % = 6. Dermed far vi at

&3
=
I
i

-
o

@
I
=

s
I
N

M= 2 =i
M=
ﬁ

=
s

|
S|~ 3|~ 3|~ 3|+
I

|

@
Il
—

S

S
I
S

Dermed ser vi at 8 er forventningsrett.

Problem 9

For & bestemme for hvilke verdier av X ulikheten er oppfylt lgser vi forst den
tilhgrende andregradligningen,

9X 7 9 7
X2 - - e X?2_IX+-=0
1 g TRe
9 9 7
P ) (G R TR S TS
2.1 2
1 /TE 2B
2 2
243 14 7 4 1
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Ved & sette inn ser vi at ulikheten ikke er oppfylt for, for eksempel, X =1,

9X 9-1 5, 7
B R
4 1 1778

Vi kan dermed konkludere med at ulikheten er oppfylt for X < % og for X > %.
Dermed far vi at sannsynligheten det spgrres om er gitt ved

ox 7 1 7
P<X2—>—>=P(X<2)+P(X>4)

X2

4 8
_ [ f(a:)das+/7 fl@)dz
o 7
—/é S+ et [+ )
T T e e
1 /11, T 71, 2
= [|z22+3 —2?+3
12<2:c + x}2+ 2:6 + :UL
1 /1 3 49 21
= (-+=-2 246— — — —
12(8 g "2 Or2H0- 5 4)
1 4+43-16+12-32—-49-21-8
12 32
219
== =0.570
384
L2711
B: 2l = (.847
C: 2 =0.469
.37
D: 2 =0.74
Problem 10

a) e Det errimelig & anta at hver av de 1000 forsgkspersonene far immunitet
uavhengig av hverandre og med samme sannsynlighet p. Dermed har vi
oppfylt betingelsen for binomisk fordeling, slik at antall forsgkspersoner
som oppnar immunitet, X, er binomisk fordelt med n = 1000 forsgk og
sannsynlighet for suksess lik p.

e Siden vi gnkser & avgjgre om det er grunnlag for apasta at den nye
vaksinene er bedre enn den gamle velger dette som alternativ hypotese,
dvs.

Hy:p=po mot Hj:p> po,

der pg = 0.9.
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b)

Siden n = 1000 er stor, og spesielt er npy = 1000 - 0.9 = 900 > 5 og
n(l —py) = 100 > 5, vil X veere tilneermet normalfordelt under Hy.
Under Hy har vi dermed tilnsermet at

X ~ N(npo,npo(1 —po))

og den tilsvarende standardiserte variabelen blir

X —
Zz=—2"" _ N(0,1).
npo(l - po)
Vi bruker dermed testobservatoren
7 X —npo
npo(1 — po)

og under Hy er denne (tilnsermet) standard normalfordelt.

Vi forkaster Hy dersom Z > k der k bestemmes fra kravet

P(Forkast Hy|Hj er riktig) = o = 0.05
P(Z >klp=0.9)=0.05=k =z, = 2005 = 1.645.
Vi forkaster dermed Hy dersom Z > 1.645. Innsatt x = 912 blir ob-
servert verdi for testobservatoren
912 — 1000 - 0.9

- = 1.265.
/1000 0.9 - (1 - 0.9)

z

Siden z = 1.265 # 1.645 blir konklusjonen at man ikke skal forkaste
Hy. Det er ikke grunnlag for & pasta at den nye vaksinen er bedre enn
den gamle.

. Forkaster Hy hvis Z > z591 = 2.326, observert verdi for testobservator

5 = 815—1000-0.8 = 1.186
1/ 1000-0.8:(1—-0.80) '

. Forkaster Hy hvis Z > zp05 = 1.645, observert verdi for testobservator

— 961—1000-0.95 = 1.596
/1000-0.95-(1-0.095) ’

Vi forutsetter na at p = 0.92 og gnsker sannsynligheten

P(Z > 1.645p = 0.92).
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Merk at nar p = 0.92 er H, ikke korrekt og dermed er ikke testo-
bservatoren Z standard normalfordelt. Derimot har vi ogsa i denne
situasjonen (tilnsermet) at

"

Ved a benytte dette far vi at

P(Z > 1.645]p = 0.92) = P( > 1.645| p
npo 1—]?0

= 0.92)

<X > npoy + 1.6454/npo(1 — po)|p

= 0.92

N—

\/np(l—p
X —np npo + 1.645 npo(l Do)
( s
@ (npo + 1. 645 npo(l Po) — np)
Vrp(1—p)

- P

( —np np0+ 1.645,/npo(1 —po) —np -

% 1000 - 09—1—1645\/1()00 0.9-0.1 —1000-0.92
v/1000 - 0.92 - 0.08
—0.51) =1 —0.3050 = 0.695.

e nsker na & bestemme n slik at
P(Z > 1.645|p = 0.92) > 0.8.

Benytter at vi fra utregningen over vet at

npo + 1645 /npo(1 — po) — n
P(Zz1.645\p:o,92):1_@(p0 Vnpo(1 = po) p)’

np(l — p)

)
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slik at vi trenger & bestemme n slik at

- (npo + 1.645\/npo(1 — po) — np) - 08

np(1 —p) a

<D<npo+lfﬂ5wnﬂxl—lm)—7m)‘<02

np(l — p)

npg + 1.645,/npy(1 — —-n
Do \/1po(1 — po) p<—z0,2:—0.842

np(1 —p) B

npo + 1.6451/npo(1 — po) — np < —0.8424/np(1 — p)
(o — )+ v/ (1645/po(1 = po) +0.842/p(1 ~ p) ) <0

Setter vi inn pg = 0.9 og p = 0.92 far vi da ulikheten

—0.02n + 0.7219v/n < 0
Vi (—0.02v/n 4 0.7219) < 0

—0.02y/n 4+ 0.7219 < 0

—0.7219

> 7Y
vz —0.02

072107 2
> (92190 300,85,
"= ( 0.02 )

Siden antall personer man skal teste ngdvendigvis ma veere et heltall be-
tyr dette at man ma teste minst 1303 forsgkspersoner for at teststyrken
skal bli minst 0.8.

B: P(Z > 2.326|p = 0.83) = 0.5199, n > 1727
C: P(Z > 1.645|p = 0.96) = 0.6915, n > 2741

Problem 11

Her far vi

_ 1 2
X:2<X1+X2)NN<M702)

og vi har selvfglgelig
X3 ~ N(u,0?).
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Dermed far vi 3
)_(—ngN(O,202>.
Ved & standardisere denne far vi at
X - X,
2

~ N(0,1).
30

Siden o2 er ukjent ma vi etablere en estimator for denne,
1 2

S —
2-1i3

(X, = X)PP=(X; - X)?+(Xy— X)?

:C&_;Xﬁa@f+c&—;XﬁJ@f

- (b))
1

1
=2 5 (X1 - X5)? = (X1 - X5)?.

2

Dermed far vi at
X — X, X — X,

V352 B (X - X,

X-X;  X-X;

= ~ ta_1
JEX - X0)2 X — X

P (—tl,% § T S tL%) =1-—a.

som i sin tur gir at

Setter vi inn uttrykket vi har for T"og at 1 — a = % slik at a = % og 5 = % gir
dette -
X-X
P —tllgf—?’gtl; =1-—= (1)
R D I B 3

1

Setter vi inn den oppgitte kvantilen t% = gir den venstre ulikheten i dette

uttrykket at

S

3

1 XX
V3 T BIX, — X,

1 _
—5lX - X <X - X,
1
— X = IX - X < X

- 1 1 1
X3 S X -+ §‘X1 - XQ‘ = §<X1 —|—X2) + §|X1 —XQ‘
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Ved a betrakte hver av de to tilfelle X; < X5 og X; > X, hver for seg kan man
verifisere at (X7 + Xs) + | X7 — Xa| = 2max{X;, Xo}. Ved a benytte dette far vi
da at den venstre ulikheten blir

X3 S maX{Xl, XQ}

For den hgyre ulikheten far vi tilsvarende

X-X, _ 1
BIX, — Xo| ~ V3
- 1
X—X3§§‘X1—X2‘

- 1
—X3§—X+§\X1—X2‘

_ 1 1 1
Xy 2 X = 5|X0 = Xl = 5 (X1 + Xo) — | X1 = Xal

Ved a betrakte hver av de to tilfellene X; < X5 og X; > X, hver for seg kan man
her virifisere at (X + X3) — | X1 — Xo| = min{ X1, X5}, og ved a benytte dette far
vi at den hgyre ulikheten blir

X3 2 IIliIl{Xl, XQ}

Dermed har vi at utrykket i (1) kan skrives som

1
P(min{Xl,Xg} S X3 S maX{Xl,XQ}) =1- g,

slik at (1 — %)—prediksjonsintervall for X3 blir

[min{Xl, XQ}, maX{Xl, XQ}]

For observasjonene X; = 2 og xo = 5 blir intervallet [2,5].

Siden variablene X, X5, X35 kommer fra samme kontinuerlige fordeling vil det veere
sannsynlighet % for at X3 er den minste av disse variablene, det vil veere sannsyn-
lighet % for at X3 vil veere den storste av variablene, og det vil veere sannsynlighet
é for at X3 vil veere den midterste verdien. Prediksjonsintervallet som ble utledet
over er en mate a utrykke den siste av disse sannsynlighetene.

B: [min{X;, X}, max{X;, X»}| = [12, 15]
C: [min{ Xy, Xo}, max{X;, Xo}] = [1, 6]



