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Oppgave 1

a) Vi har at 7 = (X +Y — 1)/5 er standardnormalfordelt gjennom vanlig
standardisering. Dermed kan vi skrive
X+Y -1 - 1-1
5 5

P(X+Y>1):P< ):P(Z>O):O.5.

Dette fglger enten direkte fra at standardnormalfordelingen er symmetrisk
rundt O eller ved & sla opp i tabell.

Videre har vi

P(X+Y)?>1)=P(X+Y|>1)=P(X+Y > 1)+ P(X +Y < —1)
—1-1

=05+ P(Z <
= 0.5+ 0.3446 ~ 0.84

) =05+P(Z < —04)

der vi har slatt opp i tabell i formelsamlingen.

Oppgave 2

a) Standard regneregler gir

E[2X + Y] = 2E[X] +E[Y] =21+ (=1) =1

0g
Var[2X + Y] = 2°Var[X] + Var[Y] + 2 - 2Cov[X, Y]
=4-443+4-(-2)
=11.
Oppgave 3

a) Vi finner den ferste sannsynligheten direkte i tabellen i formelsamlingen,

P(X < 7) = 0.7440 ~ 0.74.

Videre vet vi at X +Y ~ Poisson(4 + 6) siden X ~ Poisson(6) og ¥ ~
Poisson(4) er uavhengige. Dermed har vi fra tabell i formelsamlingen,

P(X +Y <7)=0.2202 ~ 0.22.
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Oppgave 4
a) Vi har
P(X > 5) = /:O fla)de = /:o exp(—z/5)/5 dz
_ [ exp(—a/5)"=2 = —0 + exp(=1) ~ 0.37.
Dette er en eksponentialfordeling som er minnelgs. Vi har derfor

P(X > 10|X > 5) = P(X > 10 — 5) = exp(—1) ~ 0.37.

Oppgave 5
a) Fra P(AUB) <1 har vi

P(A)+P(B)—-P(ANB)<1
0.1 <P(ANB),

og hendelsene er ikke disjunkte.

For P(AN B) = 0.18 er A og B uavhengige, men for P(AN B) = 0.1 er de
avhengige. Begge deler er mulig under informasjonen gitt i oppgaven. Dermed
har vi ikke tilstrekkelig informasjon til & bestemme om hendelsene
er uavhengige eller avhengige.

Oppgave 6

a) Vi skal velge 1 av 3 malvakter og 10 av 17 utespillere. Vi far dermed
3 17
. = 58344

b) Vi skal velge 1 av 3 mélvakter, 4 av 7 forsvarspillere, og 6 av 10 angrepsspil-

lere. Vi far dermed -
3 10
. . = 22

ulike lag.

ulike lag.
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Oppgave 7

a) e Siden vi har et tilfeldig utvalg er rimelighetsfunksjonen

::]3

Lb;zy,...,z,) = . eXp(—xi/b)

=g
(H ) o5 5e)
Dette gir en log-rimelighetsfunksjon

l(ba L1y 73771) - log (L(b7 Tiy--. )xn>>

= —b5nlog(b) — nlog(T'(5)) + 4log (f[ 931> - 222%

I
=

Malet er na & finne b som maksimerer log-rimelighetsfunksjonen. Vi
deriverer

;bl(b;xl, ey Ty) = —5: + 612121%,
og finner deretter kritisk punkt b der den deriverte er lik 0,
-+ = Z ;=0
-5 2
S
Dette gir estimatoren
B=_— Z X, = X/5.

NB: Man kunne sjekket at dette er et maksimum ved & se pa den and-
rederiverte av log-rimelighetsfunksjonen, men det var ikke ngdvendig &
gjore dette pa eksamenen.

« Estimatet blir b = 13.049/5 = 2.6098.

o Forventningsverdi til estimatoren er



Side 4 av 8 TMA4240/TMA4245 Statistikk, August XX, 2025

b)

d)

fordi E[X;] = 5b, x = 1,...,n. Dette kan man sla opp i formelsamlingen
under gammafordelingen. Tilsvarende blir variansen
1 & 1 b?

Var[B] = —— Y Var[X;| = —— -n -5 = —
arl 5] (5n)2; arlXi] = g5 5’

fordi Var[X;] = 5b%, x = 1,...,n. Dette kan man sl opp i formelsam-
lingen under gammafordelingen.

Basert pa sentralgrenseteoremet vil X veere omtrent normalfordelt. Det
kan diskuteres om n = 10 er nok, men vi kan se pa hver X; som en
sum av 5 uavhengige eksponentialfordelte stokastiske variabler. Basert
pé 8a far vi da at B er omtrent N(b,5%/(5n)).

En mulig tilneerming er & bytte ut b2/(5n) med b%/(5n) slik at B er
omtrent N(b, b?/(5n)). Merk: Man kan ogsd regne videre uten d tilnerme
variansen videre, og vil da fa et annet svar i neste kulepunkt.

o . o - _ B-b
Hvis vi baserer konfidensintervallet pa pivotalen Z = 5 o N(0,1)

far vi da et omtrent 95% konfidensintervall for b gitt ved 5120.02513/ von
der zp o5 = 1.96. Dette gir numerisk verdi 2.61 4 0.72 eller alternativt
1.89 < b < 3.33.

Fra formelsamling, har vi momementgenererende funksjoner
Mx,(t)=(1—bt)" i=1,...,n.

La S =", X;. Siden Xj,..., X, er uavhengige har vi at momentge-
nererende funksjon for S er gitt ved

Mg(t) = [[ Mx,(t) = (1 —bt) )" = (1 — bt)~".
i=1
Det vil is at S er gammafordelt med parametere a = 5n og b.
Den momentgenerende funksjonen til 10nB/b = (2/b)S er gitt ved
Meoyms(t) = Ms(2t/b) = (1 - 2t)°"".

Denne momentgenererende funksjonen kjenner vi igjen (fra formelsam-
ling) som en kjikvadratfordeling med 2 - 5n = 10n frihetsgrader.

Vi har 1923 ~ \2 . Med utgangspunkt i dette kan vi skrive

10n A
p (X3.975,10n < TB < X(23.025,10n> = 0.95,
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der X0.025.10n OZ X0.975,10n angir kritiske verdier i en kjikvadratfordeling
med 10n frihetsgrader. Vi kan manipulere uttrykket slik at

2 2

1

p [ Xoorsion 1 X0025000 ) _ g
10nB b 10nB

Vi inverterer sa hvert ledd i ulikheten samtidig som vi passer pa a snu

ulikhetene R )
p(m"B<b<10”B) ~ 0.5

2 2
X0.025,10n X0.975,10n

Vi har dermed at R .
10nb 10nb
b<

X(Q).025,10n X(2J.975,10n
er et eksakt 95% konfidensintervall.

Med tallene i oppgaven far vi

10nb 1010 -2.6098

2 = ~ 2.014
X0.025,10n 129.561

0g

10nb 1010 -2.6098
X(2).025,10n 74.222

Dette gir 95% konfidensintervallet 2.01 < b < 3.52.

Vi ser at dette konfidensintervallet er noe forskjgvet i forhold til det
tilneermede intervallet 1.89 < b < 3.33. Dette kan tyde pa at n var
for liten til & bruke sentralgrenseteoremet og/eller at n var for liten
til & sette inn et estimat for variansen. Men vi kan ikke med sikkerhet
vurdere om intervallet i 8b har for lav eller for hgy konfidens uten videre
utregninger eller simuleringer.

~ 3.516.

Oppgave 8

a)

e Vi bruker definisjonen av den kumulative fordelingsfunksjonen og ser

paenx > 1,

T

Fy(z) = P(X < 2) = /

- f)dt = /j 3t dt
3 lt?’

t=x
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Dermed har vi

0, T <1,
F(x) = {1 —x73 r>1.

o For & vise at Y har samme fordeling som X kan vi vise at de har samme
kumulativ fordeling. Vi finner (for en y > 1)

Fy(y) =P <y)=P(1-U)""*<y)
P(1-U)"<y)=PU-U>y?’)=PQ—-y*>0)
P

U<l—y3H=1-y>

Det er klart at Fy(y) = 0 for y < 1 siden det er umulig & oppna. Vi
har dermed at Fy og Fx er like som funksjoner, og at Y har samme
fordeling som X.

o Vi simulerer fgrst n uniformt fordelte variabler og transformerer de:

import numpy as np

def simX(n):
u = np.random.uniform (size = n)
y = (1—u) +e(—1/3)
return (y)
Oppgave 9

a) e Vibruker formeler fra formelsamlingen til & regne ut

Y - Ty 242104
YUY (1 —7)? 245210
G1 =7 — T = 71.0258 — 0.98733 - 4.7895 ~ 66.30,

n 2 2
A (22 =22y —8178.659
= == = ~ —5.07979 ~ —5.08
= S T e T 1610.030 )

Gy = — 2B = T1.0258 — (—5.07979) - 8.1859 ~ 112.61.

=

~ 0.98733 ~ 0.99,

Dette gir regresjonslinjene
Modell 1:  E[Y|z] = 66.30 4+ 0.99x
Modell 2: E[Y|x] = 112.61 — 5.08(z — 4.9)*

» Basert pa uttrykkene for regresjonslinjene kan vi lage en skisse lignende
den vist i figur 1.
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b)

100
1

Heyde (m)

50

Avstand {m)

Figur 1: Skisse for oppgave 9a.

o Fra figur 1 virker spredningenen rundt regresjonslinjen fra modell 2

a veere omtrent uavhengige med samme varians. Det er vanskelig a
vurdere normalfordeling, men det er ingen apenbare tegn pa at det ikke
er en normalfordeling (slik som skjevhet eller enkelte ekstreme verdier).
Dermed virker modell 2 a oppfylle betingelsene i modelformuleringen.

Siden modell 2 virker & oppfylle betingelsene virker det som om betingel-
sen som er brutt i modell 1 er at residualene ikke har forventningsverdi

lik 0.

Variansparameteren i modell 2, o3, beskriver usikkerheten i malingene.
Siden produsenten mener at o3 = 52 = 25, og vi gnsker & vise at o3 > 25
er rimelige nullhypotese og alternativ hypotese

Hy :05 = 25,
H, :05 > 25.

Vi tar utgangspunkt i testobservatoren 5 = —5 37 (y; — G — By22)2.
Denne testobservatoren tilfredstiller under Hy, %2252 ~ x2_,. Store ver-
dier av S? er konsistent med vér alternative hypotese, og vi mé dermed
bestemme en £ slik at

n—2 5
> — 0.05.
P< s _k:|H0> 0.05
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Vi finner fra tabell den kritiske verdien k = X3 g5.,,_o = X§.05.08 = 41.337,
og forkastningsregelen blir: “Forkast hvis s > 25%%37 ~ 36.91".

e Vi regner ut

1

s? =
n— 2

n . 1
S (i — éa — Bia; —4.9)%)? = 55 2015.707 ~ 93.41.
=1

Vi ser at s2 > 36.91, forkaster Hy, og konkluderer at usikkerheten i
utstyret har stgrre standardavvik enn 5 meter.



