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Oppgave 1
Ved & standardisere far vi at

P(X>2)=1-P(X<2)=1-P(X <2)=1-0(2.00) =1—0.9772 = 0.0228.

Siden 13X — 2Y er en lineser funksjon av uavhengige og normalfordelte variabler
er denne ogsa normalfordelt. Forventningsverdi og varians for 13X — 2Y blir

E[13X —2Y] = E[13X] — E[2Y] = 13E[X| - 2E[Y]=13-0-2-1 = -2,
Var[13X — 2Y] = Var[13X] + Var[-2Y] = 13*Var[X] + (—2)*Var[Y] = 169 - 1> + 4 - 3% = 205.

Dermed far vi at

P(13X—2Y§12)—P<13X_2Y_(_2) 12—(—2)>_q)< 14

< —— | = $(0.98) = 0.8365.
V205 V205 \/205> (0.98) = 0.8365
Siden X og Y er uavhengige far vi at

P(Y>4X>2) =P(Y >4)=1-P(Y <4)=1— P(Y < 4)

IN

Y—1 _4-1
:1—P< ; 5 ):1—<I>(1.00):1—0.841320.1587.

Oppgave 2

Fra python-koden ser vi at man genererer en realisasjon y ved formelen

y=eVu. (1)
Siden vi vet at u € [0, 1] far vi at de mulige verdiene for y er y € [0, ¢].

Dessuten vet vi at y = Fy, ' (u) < u = Fy(y) slik at vi kan finne Fy (y) ved & lgse
(1) med hensyn pa u. Fra (1) far vi at

2
y=poVu s (y) = .
¥
Folgelig har vi at

2 y2
) =L el
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import numpy as np

def simX(n, theta):
u = np.random. uniform (size=n)
x = np.sqrt(—theta % np.log(l—u))

return x

Figur 1: Phyton-funksjon som genererer n uavhengige realisasjoner av den kontinuerlige
stokastiske variabelen X.

mens for y < 0 mé vi at ha Fy(y) =0, og for y > ¢ ma vi ha Fy(y) = 1. Vi kan
da finne sannsynlighetstettheten ved a derivere Fy (y),

S |

fr(y) =

% fory€[0,¢],
0 ellers.

Merk at en alternativ fremgangsmate for & bestemme fy () er & benytte transfor-
masjonsformelen.

For & bestemme hvordan vi kan simulere en realisasjon x trenger vi & finne Fiy'(u).
Dette gjor vi ved & lgse u = Fx(x) med hensyn pa z. Fra formelen for F'x(z) ser
vi at vi ma ha x > 0, og vi lgser derfor ligningen under forutsetning av at = > 0.

Vi far da
IQ
= 1 — _—
U exp{ 7 }

2
l—u:exp{—me}

33'2

In(1—u)= -7

—0In(l —u) = 2?
r=4/—0In(1l —u).

Vi kan dermed generere en realisasjon x ved forst a generere en realisasjon u fra

uniformfordelingen pa intervallet [0, 1] og deretter beregne x = y/—60In(1 — u). En
python-funksjon som genererer n uavhengige realisasjoner av X er gitt i figur 1.
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Oppgave 3

a) Med 6 = 100 far vi at
P(X>12)=1-P(X <12)=1— P(X <12) = 1 — Fy(12)

122 144
=1- (1 — exp {— }> = exp {—} = exp{—1.44} = 0.2369,

100 100
P(X > 15|X > 12) = P(X >15NnX >12) B P(X > 15)
- -7 Px>12)  P(X>12)

Siden vi allerede har funnet P(X > 12) trenger vi & bestemme P(X > 15).
Ved tilsvarende regning som for P(X > 12) far vi at

P(X >15)=1—P(X <15) =1— P(X < 15) = 1 — Fx(15)
152 225
( exp{ 100}) exp{ 100} exp{—2.25}

Dermed far vi at

exp{—2.25}
exp{—1.44}

= exp{—2.25 + 1.44} = exp{—0.81} = 0.4449.

P(X > 15X >12) =

Vi finner sannsynlighetstettheten til X ved a derivere. For x < 0 har vi
apenbart fx(z) = 0. For x > 0 far vi ved & bruke kjerneregelen at

fx(x) = —exp {—ZL:} : (—2;)

Ved bruk av delvis integrasjon kan vi da finne F[X?],

E[X? = /OO 22 fx(z)de = /OOOxQ . ?exp{—g;}dx

— 00

Lol D e

o 2x x?
—0—0+9/0 gexp{—g}daz
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b)

Sentralgrenseteoremet antar at vi har uavhengige og identisk fordelte sto-
kastiske variabler Vi, Vs, ..., V, med p = E[V;] og 0® = Var[V;]. Teoremet
definerer sa

0g

Nar n — oo vil da sannsynlighetsfordelingen til Z konvergere mot en stan-
dard normalfordeling nar n — oo.

Den praktiske konsekvensen av teoremet er at nar n er stor vil Z veere til-
nzermet normalfordelt. Siden V = p + \/gZ er en lineser funksjon av Z vil
ogsd V vaere tilnaermet normalfordelt nir n er stor. Dessuten far man at

— o2 o?
EVI=E \p+\—Z| =p+—E[Z] = p,
n n
2
— o? o? 2
Var[V] = Var |u+4/—2Z| = ( ) Var[Z] = —,
n n n

som beyr at

nar n er stor.

Ved & sette V; = X? kan vi anvende senstralgrenseteoremet pa situasjonen i
oppgaven. Da blir u = E[V;] = E[X?] = 0 og 0? = Var[V;] = Var[X?] = 26°.
Dermed har vi at

n 62
Frian (02).

Siden vi vet at E[X?] = 6, vet vi at levetiden X tenderer til & veere stor
dersom @ er stor. Alternativ hypotese blir derfor H; : 0 > 6, og dermed blir
nullhypotesen Hy : 0 = 6. Vi skal altsa teste

HO:(9:(90 mot H119>60.
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Fra deloppgave ¢) har vi at

Ved a standardisere far vi at
-0
/62
n
Siden 6 = 6y nar Hy er sann far vi en naturlig testobservator ved & erstatte
den ukjente verdien 6 i uttryket over med den kjente verdi 6,

~ N(0,1).

0 — 0,
¢§

og vi har at Z ~ N(0,1) nar Hy er sann.

7 =

Nér H; er sann er 6 stor, og nar 6 er stor vil 6 tendere til & veere stor, og
nar 6 tenderer til a veere stor vil Z tendere til & veere stor. Dermed er det
rimelig & forkaste Hy nar Z > k, der k er en kritisk verdi.

For & finne p-verdien ma vi fgrst bestemme observert verdi for testobserva-
toren. Med de observerte verdiene far vi

~ 1
0= 0 6084.853 = 121.6971

som gir

121.6971 — 100

Zobs = = 1.53422.
1002
50

Dermed blir p-verdien gitt som

p=P(Z > z,,|Hy sann) = 1 — P(Z < z,,,|Hp sann)
=1—®(z,,) =1—P(1.53) =1 —0.9370 = 0.0630.

Vi ser at p-verdien er relativt liten. Sannsynligheten for a observere det vi
har observert eller noe mer ekstremt nar Hy er sann er altsa 0.0630. Om man
skal forkaste Hj eller ikke kommer an pa hvilket signifikansniva man velger.
Man skal forkaste Hy dersom p-verdien er mindre enn signifikansnivaet a.
Sa dersom man for eksempel velger o = 0.10 blir konklusjonen at man skal
forkaste Hy, mens dersom man velger a« = 0.05 blir konklusjonen at man
ikke skal forkaste H,.
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d) Som diskutert over har vi at p-verdien er gitt som

p:P(Z>Zobs

Hj sann).

Siden vi na er interessert i den eksakte p-verdien kan vi ikke regne som om
Z er standard normalfordelt. Vi ma i stedet simulere mange realisasjoner av
Z (under forutsetning av at Hy er sann) og sa bruke disse realisasjonene til
a estimere sannsynligheten P(Z > z,.|Hy sann). For & simulere uavhengige
realisasjoner 21, 29, ..., 2,, av Z ma vi benytte python-funksjonen simX som
vi definerte i lgsningen av oppgave 2. Funksjonen simX ma kalles med n = 50
siden det var 50 observasjoner vi faktisk gjorde, og med 6 = 100 siden under
Hy er 6 1lik 100. For hver ¢ = 1,2,...,n ma vi forst kalle simX og fa retur-
nert verdier x1,xo, ..., x,. Basert pa disse simulerte verdiene x1, s, ..., x,
beregner vi sa 6 og observert verdi for testobservatoren Z, og denne utreg-
nede verdien kaller vi z;. Vi har da verdier z1, 2o, .. ., 2, som er uavhengige
realisasjoner fra (den eksakte) sannsynlighetsfordelingen til Z. Et estimat for
p-verdien blir da

-

I(2z > Zone),

3=

D=

=1

der I(A) er indikatorfunksjonen som er lik 1 dersom A er sann og lik 0 dersom
A ikke er sann.

[ figur 2 er det en python-funksjon som returnerer estimert p-verdi. Funksjo-
nen ma kalles med n=>50, theta0=100 og zObs=1.53422. Input-parameteren
m ma veere et stort positivt heltall.

Oppgave 4

a) For a bestemme hvilken estimator som er best starter vi med & undersgke
hvilke estimatorer som er forventningsrette ved a regne ut forventningsver-
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import numpy as np

def estimerPverdi(n,theta0 ,zObs,m):
antallStorreEnnZobs = 0
for i in np.arange(m):
x = simX(n, theta0)
thetaHat = sum(x*%2)/n
zSim = (thetaHat — thetaO)/np.sqrt(theta0*%2/n)

if zSim > zObs:
antallStorreEnnZobs = antallStorreEnnZobs + 1

pHat = antallStorreEnnZobs / m

return pHat

Figur 2: Phyton-funksjon som estimerer eksakt p-verdi.

diene til hver estimator,

q_zlisvyvliclelsyvlic iy evic s s — g7
E[ﬁ]—E[niZlY;]—HE[;Y;]—H;E[K]—H;M—B%
R PR AN S A IR S AR N
EW:E[nzx]—nElzx]—anM—nzx BV
n 1
*lei Br; = n;ﬁ—ﬁ'nﬁzﬁa
E[é]:E[ Z,}Y’?]: 1 Q-Elfjmi}:?lf[}zxi}
i=17Lq i=1Lj i—1 i=1Lq
_ N :E?:1mi'6$i :521 1L; -y
> x? i x? > 7 '

Vi ser at § og 3 er forventningsrette, mens 8* er forventingsskjev. Vi fore-

trekker en forventningsrett estimator. For a bestemme hvilken av 6 og 5 som
er best ma vi bestemme variansen til disse. I disse utregningen benytter vi



Side 8 av 12 TMA4240 Statistikk, 22. desember 2023

at Y1,Ys, ..., Y, er antatt a veere uavhengige stokastiske variabler,
1 Y 1 2 n Y; 1 Y;
Var[f] = Var l“ ; 561] (n) Var Lg; 561] == ZX;Var LCJ
1 &o? o2 L1
V. — Y w=—>) —
n22< ) arl¥: 712;93% n2;x?’
Y 1\
Var[m Var 7:1; = 5| Var ZY;xi
LT im1 T i=1
" Var[Yi:UZ] _ X :)32Var[Y] S alo?
- n 2 n n
(X z7) (i 7 ) (Zz 145 )
oty al o
(X 5’712)2 i=1 i

Vi ma si avgjore hvilken varians som er minst, Var[3] eller Var[3]. Den
enkleste méten & gjgre dette pa er dsette inn de observerte verdiene for x? i
uttrykkene for de to variansene,

_ 2
Var[f] = % +13.5248 = 0.0140702,

0.2

Var[8] = — 2 — 0.005170>.
arlf] = T93 3769 4

Vi ser at variansen til 3 er minst, og siden vi foretrekker den (forventningsret-

te) estimatoren som har minst varians betyr dette at f er den beste estimatoren.

Man kan ogsé vise at 3 er det beste estimatoren ikke bare for de z;-verdiene
gitt over, men for alle verdier av xy,xs,...,x,. For a vise dette kan man
regne pa forholdet mellom de to variansene,

3 ﬁzn =, n n n n 2
Wl _EERE (s L) () - Ly
-~ = = = 2| —
Var[/j] ST a2 n? \i5 j=1 ’ n? i=1j=1 7
i=1"1
1 i il 1( 2 2 1 n S 1
R A S )] e
n? = ai o 2 =1 y2 n? =2 =1 T 2y
der vi har innfert
2
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og hvor vi skal legge merke til at z;; > 0. Vi kan sa analysere funksjonen

1

Zij
Vi finner funksjonens ekstremalpunkter ved a sette den deriverte lik null,

, 1
h(Zij):l—TIO@ZU:L

Vi regner ut den andrederiverte for a sjekke om dette er et maksimums- eller
minimumspunkt,

B (z) = —(~2)275.

)

Vi ser at h”(z;;) > 0 for alle z;; > 0, som betyr at funksjonen h(z;;) har sitt
minimumspunkt for z;; = 1. Dermed har vi at

1

Ved & sette dette resultatet inn i (2) far man

n—l—i%Q].

i=2 j=1

Var[] - 1

Varlg) —

Ved a innse at antall ledd i dobbeltsummen i dette uttrykket er lik antall
elementer under diagonalen i en n x n-matrise far vi at antall ledd er n(n —
1)/2. Dermed far man at

Var[ﬁ] > 1 [n+2-n(n_1>] =1
Var[g] 7 2 ’
som betyr at
Var[B] > Var[ﬁz].

Man kan ogsé legge merke til at likhet inntreffer kun dersom alle verdier x?
er like. Som over kan vi konkludere at siden vi foretrekker den (forventnings-

rette) estimatoren som har minst varians far vi at § er den beste estimatoren.

b) For & finne sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren starter vi med rimelig-
hetsfunksjonen,

n 1 1 1
L(5702) = f(y1, 92, ;%?5#72) = ,:1_[1 [% : \/U—QGXP{—UQ(% - 5%)2H .
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Finner sa log-rimelighetsfunksjonen ved & ta In,

" 1 1 1
(B, 0%) =InL(B,0%) = z:zl [—2 In(2m) — an(UQ) - T‘g(?/ — f;)?
1 n
= —gln(Zﬁ) g ~ 53 2:: — Bx;)?

For & finne maksimumspunktet for £(3, 0%) finner vi forst de partiellderiverte,

ol

95" 20 222 — Ba;) - (—;) QZ(Wz 2?)
-zﬁym—ﬁ;ﬁy
agi) - —3 ' 012 - ; <—( 1)2> i(yi — Ba;)?

1

1 n
=5 ln - p;(yz - 5%)21 :

Vi finner sa maksimumspunktet ved a sette de partiellderiverte lik null og
far da to ligninger med to ukjente, nemlig 3 og o2,

%:OﬁgyﬂiZBE% (3)
ol 1 &

For & lgse ligningssystemet bestdende av (3) og (4) med hensyn pa 3 og o
kan vi legge merke til at (3) kun inneholder 8. Vi kan dermed forst lgse (3)
med hensyn pa [ og deretter bruke denne lgsningen for 5 nar vi lgser (4)
med hensyn pa o2. Dette gir

> i1 Ui
Zz 125
2 1 =

7 = 23 (i )

=1

Sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene blir dermed

n
B  2u=1 Yiz;
- n 2
i=1 L5

7 = LS - .

=1
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Vi ser her at B er identisk med /3 og at 62 er pa formen det blir spurt om i
oppgaveteksten.

Fra modellantagelsene har vi at
}/; ~ N(6$27 02)'

Ved a standardisere far vi da at

Y, — Bz,

o

~ N(0,1).

S& vet vi at dersom Z ~ N(0,1) vil vi ha at 2% ~ x3. Dette gir at

(Yi—ﬁxif )
_— NXl'
g

Vi vet ogsa at dersom Vl,VQ,...,V er uavhengige og V; ~ X?, for 1+ =
1,2,...,nhar viat >7' ; V; ~ XZ . Ved a benytte dette resultatet med

l
v; = 1 og at vi har at Y;’ene er uavhenglge far vi

z(y /3"”@) ~ ¥ 5)

som gitt i oppgaveteksten.

Nar vi i uttrykket (5) erstatter den (ukjente) sanne verdien 3 med var esti-
mator S «mister vi en frihetsgrad» slik at

> (H) (6

Vi vet at forventningsverdien til en y2-fordelt variabel er lik antall frihets-
grader. Fra (6) folger det dermed at

R

Ved & bruke at

no? n 1Z& ~ " Yi—gxi ?
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d)

gir dette at

n—1
a2

~2
Ean] :n—lﬁ%E[?T?]:n—l(:)E[&Q]:
o g n

Siden E[5?] # o2 er altsd 6% en forventningsskjev estimator for 0. En for-
ventningsrett estimator for o2 blir

B = ST — Ba,)?
(Vi = fr? = = 0% )

2=_" s2__"

n—1 n—1

3|

n
1=

Viser at S? faktisk er en forventingsrett estimator for o2 ved & regne ut F[S?],

E[$?] = E {

Lo = m) = e =

n—1 n—1 n—1 n

Regresjonsmodellen i denne oppgaven kan formuleres ved
Y; = Bx; + ¢,

der g; ~ N(0,0?) kalles residualet. Fra dette far vi at
g =Y; — Bu;.

Da verdien til § er ukjent kan vi ikke beregne £;, men vi kan estimere den
realiserte verdien ved & erstatte  med estimatet 5 og den stokastiske verdien
Y; med den observerte verdien v;,

& =y — PBu;.

I et residualplott plotter man z; langs x-aksen og (estimert) residual &; langs
y-aksen.

I residualplottet gitt i oppgaven ser vi at det ser ut som om variabiliteten til
g; oker med gkende verdi for x;. Dersom den antatte modellen var korrekt
skulle variabiliteten veert konstant som funksjon av z;.

Det er dermed grunn til a tro at en regresjonsmodell hvor variansen gker
med gkende verdi av x; vil passe bedre for dataene som analyseres i denne
oppgaven. Man kan for eksempel anta at standardavviket til Y; er proposjonal
med x;, dvs at Y7, Ys, ..., Y, er uavhengige og

Y; ~ N (B, (0x;)?).



