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Innlevering 4

Dette er første av tre innleveringer i blokk 2. I denne øvingen er det spesielt fokus p̊a funksjoner
av stokastiske variabler og parmeterestimering. For å f̊a godkjent innleveringen kreves det at
minimum 40% av svarene er riktige, og at det kommer fram at det er gjort et ærlig forsøk
p̊a 75% av oppgavene. Alle deloppgaver teller like mye. Husk: Vi har statistikklab hvis du
trenger hjelp med øvingen. Se fagets nettsider for mer info.

Oppgave 1

Vi betrakter en sk̊alvekt for veiing av prøver. Prøven med vekt µ plasseres p̊a en av sk̊alene
og lodd plasseres p̊a den andre sk̊alen til vektens arm er tilnærmet horisontal. Den kjente
vekten av loddene er da tilnærmet prøvens vekt. Vi antar at den m̊alte vekt er normalfordelt
med forventningsverdi µ og varians σ2 og at to forskjellige m̊alinger er uavhengige.

a) Anta i dette punktet at µ = 10 gram og σ2 = 0.22 gram2.

Hva er sannsynligheten for at m̊alt vekt skal være mer enn 10.2 gram? Hva er sannsynlig-
heten for at m̊alt vekt skal avvike fra µ med mer enn 0.2 gram? Hva er sannsynligheten
for at gjennomsnittet av to uavhengige m̊alinger skal avvike fra µ med mer enn 0.2
gram?

Det er kommet inn to prøver som begge skal veies, prøve A og prøve B. La µA og µB betegne
sann vekt av prøvene. Det er foresl̊att å estimere vekten av prøve A og B p̊a to forskjellige
m̊ater:

1. Vei først prøve A og la X1 betegne resultatet. Vei deretter prøve B og la X2 betegne
resultatet. Bruk følgende estimatorer for µA og µB,

µ̂A = X1, og µ̂B = X2. (1.1)

2. Vei først summen av prøvene A + B ved å plassere begge prøvene p̊a samme vektsk̊al
og la Y1 betegne resultatet. Vei deretter differansen av prøvene A − B ved å plassere
prøvene p̊a hver sin vektsk̊al og Y2 betegne resultatet. Bruk følgende estimatorer for µA
og µB,

µ̃A = (Y1 + Y2)/2, og µ̃B = (Y1 − Y2)/2. (1.2)

b) Finn forventningsverdi og varians til µ̂A, µ̂B, µ̃A og µ̃B. Hvilken fremgangsm̊ate vil du
foretrekke til å estimere vekten av prøve A og B, og hvorfor?

Oppgave 2
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En fabrikk produserer kabel og en gang i blant oppst̊ar det feil p̊a den produserte kabelen.
La Z betegne lengden (i kilometer) p̊a kabelen mellom to etterfølgende feil. Vi skal anta at
feilene oppst̊ar uavhengig av hverandre, dvs. at p̊afølgende observasjoner av Z langs kabelen,
Z1, Z2, Z3, . . ., er uavhengige stokastiske variable.

Av erfaring vet en at lengden mellom to etterfølgende feil er eksponensialfordelt med para-
meter λ, dvs. Z har sannsynlighetstetthet

f(z;λ) =

{
λe−λz for z > 0,
0 ellers

og kumulativ fordelingsfunksjon

F (z;λ) =

{
1 − e−λz for z > 0,
0 ellers.

a) Anta i dette punktet at λ = 0.05.

Hva er sannsynligheten for at lengden mellom to etterfølgende feil er mer enn 10 kilo-
meter?

Dersom man har observert at de første 10 kilometrene er feilfrie, hva er da sannsynlig-
heten for at ogs̊a de neste 10 kilometrene er feilfrie?

I resten av oppgaven skal vi anta at λ er en ukjent parameter. Ved hjelp av fabrikkens
opptegnelser over tidligere feil p̊a kabelen ønsker vi å estimere λ. Men det viser seg dessverre
at fabrikken ikke har notert nøyaktig lengde p̊a kabelen mellom hver feil, i stedet er det
kun notert antall hele kilometer, M , med kabel mellom hver feil. Dvs, dersom Z < 1.0 har
fabrikken notert seg M = 0, dersom 1.0 ≤ Z < 2.0 har fabrikken notert seg M = 1, dersom
2.0 ≤ Z < 3.0 har fabrikken notert seg M = 2, osv.

b) Vis at punktsannsynligheten for M blir

P(M = m) = (1 − e−λ)e−λm for m = 0, 1, 2, . . ..

c) Bestem sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren (SME) for λ basert p̊a n observasjoner
M1, M2, . . ., Mn.

Oppgave 3

I en Poissonprosess med parameter λ, la X1 være tiden til første hendelse, og la X2 være tiden
mellom første og andre hendelse. Da er X1 og X2 uavhengige og eksponentialfordelte med
forventningsverdi 1/λ (du behøver ikke vise dette). La Y betegne tiden til andre hendelse,
det vil si

Y = X1 +X2.

Vis at Y er gammafordelt med parametre α = 2 og β = 1/λ, alts̊a at sannsynlighetstettheten
til Y er

f(y) =

{
λ2ye−λy for y > 0,

0 ellers.

Fasit



1. a) 0.159, 0.318, 0.158 b) E(µ̂A) = µA, Var(µ̂A) = σ2, E(µ̂B) = µB, Var(µ̂B) = σ2,
E(µ̃A) = µA, Var(µ̃A) = σ2/2, E(µ̃B) = µB, Var(µ̃B) = σ2/2

2. a) 0.607, 0.607 c) λ̂ = ln(n+
∑n

i=1Mi) − ln(
∑n

i=1Mi)


