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Definisjon (Poissonprosess)
En prosess {N(t); t > 0} kalles in poissonprosess med intensitet A\ hvis fglgende krav er oppfylt
1. N(0) = 0. 0 t1 ta t3 ta

2. ForO< t1 < ta < t3 < tg er N(tz) — N(t]_) og N(t4) —_ N(t3) uavhengige.

3. Fort > 0 og At > 0 har vi at
P(N(t + At) — N(t) = 1) = AAt + o(At), 0 /”\
P(N(t + At) — N(t) > 2) = o(At),

Vv

n
Vv

der hver o(At) angir en funksjon som oppfyller

. o(At)
lim =
At—0 At

0.

Definisjon (Poissonfordeling)

La N(t) vaere en poissonprosess med intensitet A. Fikser en verdi t > 0 og la X = N(t). Vi
sier da at X er poissonfordelt med parameter \t.

. Antall hendelser

Definisjon
La N(t),t > 0 vaere en poissonprosess med intensitet A\, og la X vaere tidspunktet for den
farste hendelsen i denne prosessen, dvs

X = min{t: N(t) =1}.

Vi sier da at X er eksponensialfordelt med parameter \. Tid mellom hendelser
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Hvis antall hendelser er Poissonfordelt

med intensitet A, sa er tilharende tid
mellom hendelsene eksponensialfordelt

med forventning 1/A.

— A=1 - = A=2 — A=05 -- A=1/3




Oppgave 1

Oppgave 2 Levetid

Anta at levetiden T, malt i timer (behgver ikke veere et heltall), til en tilfeldig

f(t;B8) =17
0 t <0,

der 8 > 0 er en parameter.

a) Anta (kun i dette punktet) at 5 = 30.

) Vis at den kumulative fordelingsfunksjonen til 7" er gitt som

{1 _e 30 >

0 £ <0 F@)=P(T<1t) = [_ f(x)dx

i) Finn P(T < 20) og P(T < 20 U T > 40).
lii) Finn medianen til 7', det vil si k slik at P(T < k) = 0.5.

Eksamen august 2019



Oppgave 1

Median i eksponensialfordelingen
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Oppgave 1

Oppgave 2 Levetid

Anta at levetiden 7', malt i timer (behgver ikke veere et heltall), til en tilfeldig
valgt elektronisk komponent er eksponentialfordelt med sannsynlighetstetthet

le7 P t>0
/%uﬁ)=={ge o (1)

der 8 > 0 er en parameter.

b) Vis at eksponentialfordelingen er uten hukommelse, det vil si
PT>t+s|T>t)=P(T > s)
for s > 0.
Eksamen august 2019 Betinget sannsynlighet:

P(A N B)
P(B)

P(A|B) =



Badekarskurven

Den velkjente badekarskurven er hyppig brukt som illustrasjon pa et typisk sviktmanster. Og for folk i
vedlikeholdsbransjen er det er lett a kjenne igjen mansteret: Farst avtar antall svikt etter a ha veert hayt rett etter
installasjonsfasen, for sa a bli etterfulgt av en lang, stabil fase. Til slutt gar kurven oppover igjen og avspeiler et
okende antall problemer typisk forbundet med gkende alder pa utstyret. Nar de 3 ulike sviktmanstre settes sammen,

fas en badekarskurve som i Figur 1.

Badekarskurve

/ T~ F.eks. Weibullfordelt
\ ‘//\ Eksponensialfordelt
\/ F.eks. Weibullfordelt

Figurl

Badekarskurven benyttes ofte som en fin illustrasjon pa hvorfor tidsbaserte utskiftninger eller overhalinger ikke er
velegnet i kampen for a forbedre driftssikkerheten. For nar mesteparten av kurven er konstant eller fallende, er det
heller ikke noe poeng med periodiske utskiftninger eller overhalinger i samme tidsrommet. Slik presenteres kurven
ofte, men sa enkelt er det ikke. Kilde: pélitelighet.no/badekarskurven



http://xn--plitelighet-x8a.no/badekarskurven

:\ é;mn;afordeling
f(z) = mxa*e—x/ﬂ , x>0.
BOO —af, Var(X) =af, Mx() = (1= 5

1— Bt

Spesialtilfeller: o = 1 gir eksponensialfordelingen.

F(x) har et ikke et enkelt uttrykk

Har ikke
egen tabell!

@ 1
fort < —.
) B

20-
I
15=- "1
-=- a=1,B=1/72 _ _
\ Cuioa. k\eksponensmlfordelmg
co- |\ a=2 B=1/2
' -- a=3,B=1
0.5--|/ — a=2,p=2
N ——~
00 - /\&_?‘\"‘%—
0.0 25 5.0 7.5 10.0
Teorem

La N(t);t > 0 vaere en poissonprosess med intensitet \, og la X vaere tidspunktet hvor
hendelse nummer n i denne prosessen skjer. Da er X gammafordelt med parametre o« = n og

f=1.




Oppgave 3a, innlevering 3

Betrakt en poissonprosess med intensitet A. La Z; vaere tidspunkt for den ferste
hendelsen i prosessen, la Z veere tidspunkt for den andre hendelsen i prosessen, og
tilsvarende videre slik at Z, er tidspunkt for hendelse nummer k i prosessen.

LaX; = Z;ogfork=2,3,...1a Ae™ ™ for x > 0,
f(x) = =
0 ellers
Xk — Zk - Zk:—l' 1
E[X]= +
Dermed har vi altsa at X er tid til ferste hendelse i poissonprosessen, og for A
k=2,3,...erX, tid mellom to etterfglgende hendelser i poissonprosessen. Vi vet
dermed at X7, X, ... er uavhengige og ekseponensialfordelte, alle med samme

parameterverdi \.
Finn sannsynlighetene
P(X1 > 2), P(Xl + Xo > 4)

Finn farst formler for sannsynlighetene som funksjon av ),

Merk at sannsynlighetene med to stokastiske variabler kan beregnes ved & sette opp
dobbeltintegraler over egnet omrade eller ved @ omskrive sannsynligheten til a
omhandle en annen stokastisk variabel med en annen sannsynlighetsfordeling.



Oppgave 3a, versjon 1

Definisjon (Poissonprosess)
En prosess {N(t); t > 0} kalles in poissonprosess med intensitet \ hvis fglgende krav er oppfylt
1. N(0) =0. 0 t1t2 ft3 ta

2. For0 < t; < ta <tz < tg er N(t2) — N(t1) og N(ta) — N(t3) uavhengige.
3. Fort > 0 og At > 0 har vi at

h 4

P(N(t + At) — N(t) = 1) = AAt + o(At), 0 /”\
P(N(t + At) — N(t) > 2) = o(At),

A 4

der hver o(At) angir en funksjon som oppfyller

. o(At)
lim =
At—0 At

0.

Definisjon (Poissonfordeling)

La N(t) vaere en poissonprosess med intensitet \. Fikser en verdi t > 0 og la X = N(t). Vi
sier da at X er poissonfordelt med parameter \t.

' (At)" e |

f(x) = P(X =x) = e forx =0,1,2,...

x|



Oppgave 3a, versjon 2

1 Eksponentialfordeling

f(x) = le‘“’/ﬁ , x>0.

p

E(X) =8, Var(X)=g?, Myx(t)=-— :

fort < —.

1— Gt 3

- Kommentar: Ofte vanlig & bruke parameteren A = 1/.




Oppgave 3a, versjon 3

Teorem

La N(t); t > 0 vaere en poissonprosess med intensitet \, og la X vaere tidspunktet hvor
hendelse nummer n i denne prosessen skjer. Da er X gammafordelt med parametre o = n og

=1

Parameters| ¢k~ shape
e 0> 0 scale

Support |z € (0, 00)

1
PDF f(.’,U) — k—le—a}/g
T'(k)6*
CDF 1

F(z) = = (k, %)

| Maoan LA

Kilde: https://en.wikipedia.org/wiki/
Gamma_ distribution

Parameters|k € {1,2,3,...}, shape
A€ (0,00), rate
alt.: 8 = 1/, scale
Support |z € [0,00)

PDF )\k:l:k_le_’\x
(k—1)!
CDF k, A k=1 4
P(kaz) = 18D Y e ()"
(k —1)! = nl

Kilde: https://en.wikipedia.org/wiki/Erlang distribution

of which has a mean of 6.

If kis a positive integer, then the distribution represents an Erlang distribution;
I.e., the sum of kindependent exponentially distributed random variables, each

Kilde: https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution



https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_distribution
https://en.wikipedia.org/wiki/Erlang_distribution

Oppgave 3a, versjon 3

Teorem

La N(t);t > 0 vaere en poissonprosess med intensitet \, og la X vaere tidspunktet hvor
hendelse nummer n i denne prosessen skjer. Da er X gammafordelt med parametre o« = n og

= 1.

Spesialtilfeller: o = 1 gir eksponensialfordelingen.




n— oo, p—0,

np = A
Bernoulli forsgksrekke Poissonprosess
e Bin(n, p) teller antall suksesser i n e Poi(Af) teller antall hendelser i
forsgk intervall 7
» Geom(p) teller antall forsgk frem til e Exp(A) méler tid til forste hendelse
0g med farste suksess
* NegBin(k, p) teller antall forsek e Gammal(k,1/4) maler tid til

frem til og med suksess nr. k hendelse nr. k



?_fordeling (kjikvadratfordeling)

1
) = xv/2—1

-~ 2¥2T(v/2

—x/2

€

Var(X

Kritiske verdier i x>-fordelingen
P(X > x,)

Kritiske verdier i y’-fordelingen

Horer sammen med e
) P(X*>x;,) =«
normalfordelingen:
975 950 050 025
001 .004 3.841 5.024 64 o
La Z ~ N(O,l) og uavh. for 051 103 5991 7378 94 Siiiiimiin
. 216 352 7815 0348 1l ifi:iiiiiin:
l — 90 0 00 y, S s s © L
1%
2
da er E 7~y
=

‘Parameter ve{l2,...

‘Denne kommer tilbake om noen uker.‘




T[(v+1)/2 g2\ "W/
= — -0 < T < OQ.
fz [(v/2)y/mv T v CSES®

E(X)=0hvisv > 2, Var(X V2hViSI/Z3, M (t) eksisterer ikke.

V_

Spesialtilfeller: v = 1 gir Cauchyfordelingen.
v = 0o gir Normalfordelingen. ¢ |
] - [ |

Kritiske verdier i ¢-fordelingen
P(T > 1) =a

050 025 010
6314 12706 31821
2920 4303 6965
2353 3182 4541
2132

Horer sammen med g
normalfordelingen:

Kritiske verdier i ¢-fordelingen R E
P(T > t,,) =«

La Z ~ N(O,l) o]0 V ~ Xy 150 100 075 050 025 010
1963 3.078 4165 6314 12706 31821
1386 1.886 2282 2920 4303 6965

da er ~
U

‘Parameter 1

‘Denne kommer ogsa tilbake om noen uker.







