Dok e noon s 5= Nz o))
\D&;—Q‘&Q& Q\&QQQ(/\ o oo ?&9



Transformasjon av stokastisk variabel
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Transformasjon

*x Anta X ~ fx(x)
x Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)
— u(-) er gitt matematisk funksjon

* Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)?

* Skal se pa tre situasjoner

1. X og Y er diskrete stokastiske variabler
2. X og Y er kontinuerlige stokastiske variabler og u(-) er strengt monoton
3. X og Y er kontinuerlige stokastiske variabler



Transformasjon av diskrete stokastiske variabler

*x Anta X ~ fx(x) diskret stokastisk variabel
* Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)
— u(-) er gitt matematisk funksjon
* Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)?

* Bruk regneregler for sannsynlighet!
* Eksempel:
— X ~ geometrisk(p = 0.4)
fx(x) =P(X=x)=04-0.6""x=1,2,...
— Y = u(X) = In(X)
* Mulige verdier for Y: y = 0,In(2),In(3), ...

fr(y) = P(Y =y) = P(In(X) = y) = P(X =€) = 0.4-0.6° "%,y = 0,In(2), In(3), . . .
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Transformasjon av diskrete stokastiske variabler

*x Anta X ~ fx(x) diskret stokastisk variabel
* Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)
— u(-) er gitt matematisk funksjon
* Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)?

* Bruk regneregler for sannsynlighet!

* Eksempel:
— X ~ geometrisk(p = 0.4)

fx(x) = P(X =x)=0.4-06"1,x=1,2,...
— Y = u(X) = min(X, 6)

* Mulige verdier for Y: y =1,2,3,4,5,6
fr(y) =P(Y=y)=PX=y)=04-06""1y=1,23,4,5,
fy(6) = P(Y = 6) = P(min(X, 6)_6)_P(X>6)_1—P(X<6)_1—ZO4 0.6 *

x=1
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Kontinuerlige stokastiske variabler, strengt monoton transformasjon

* Anta X ~ fx(x) kontinuerlig stokastisk variabel
* Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)

— y = u(x) er strengt monoton, dvs y = u(x) < x = w(y)
* Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)?

Teorem (Transformasjonsformelen) L{\X)

Anta at X er en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstthet f4y), og la Y = u(X)
der u(x) er en strengt monoton funksjon. Sannsynlighetstettheten til Y er da gitt ved

fr(y) = fx(w(y)) - Iw' ()1,

der w(y) er den inverse funksjonen til u(x), dvs y = u(x) < x = w(y).

Bevis (Transformasjonsformelen)

Strengt monoton betyr strengt voksende eller strengt avtagende. Ser p3 disse to tilfellene hver
for seg. Antar fgrst strengt voksende.

P(a <Y< b) = P(W(a) < X< W(b)) y = U(X)/\
/bf()d—/W(b)f()d b
a Y= w(a) X a
b [ . |
/a Y(y) an /u(w(a)) X(W(Y)) v (y) Y // W(a) W(b) %

b b
[ 0dy = [ i) W ()dy Substitusion.

fv(y) = fx(w(y)) - w'(y) x=w(y) &y = u(x)
fv(y) = fx(w(y)) - [w'(y)] dx = w'(y)dy



Kontinuerlige stokastiske variabler, strengt monoton transformasjon

* Anta X ~ fx(x) kontinuerlig stokastisk variabel
* Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)

— y = u(x) er strengt monoton, dvs y = u(x) < x = w(y)
* Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)?

Teorem (Transformasjonsformelen) £

Anta at X er en kontinuerlig stokastisk variabel med sannsynlighetstthet fu{y), og la Y = u(X)
der u(x) er en strengt monoton funksjon. Sannsynlighetstettheten til Y er da gitt ved

fr(y) = fx(w(y)) - Iw' ()1,

der w(y) er den inverse funksjonen til u(x), dvs y = u(x) < x = w(y).

Bevis (Transformasjonsformelen)

Strengt monoton betyr strengt voksende eller strengt avtagende. Ser p3 disse to tilfellene hver
for seg. Antar s3 at u(x) er strengt avtagende.

AY = u(x)
Pla< Y < b) = P(w(b) < X < w(a)) \
/b fy(y)dy = /W(a) fx (x)dx b
a w(b) 3
b u(w(a)) ,
/ fy (y)dy =/ fx(w(y)) - w(y)dy — = —
a u(w(b)) w(b) w(a) X
b b ,
[ H0dy = [C(~hwln) - w )y subetitnsion
fr(y) = —fx(w(y)) - w'(y) x=w(y) &y = u(x)

fr(y) = fix(w(y)) - [w'(y)| dx = w'(y)dy



Transformasjon av kontinuerlige stokastiske variabler

< fx (x)

\

Anta X ~ fx(x) kontinuerlig stokastisk variabel
Definer ny stokastisk variabel Y = u(X)

— u(-) er gitt matematisk funksjon

A

Spgrsmal: Hvordan kan vi da finne fordelingen til Y, fy(y)? 5
Finn fgrst et uttrykk for Fy(y) = P(Y < y) gly) = fg \/Lz—ﬁe_? dx
Finn deretter fyv(y) = Fy(y) hly) =y
2
Eksempel: . 2 g'(y) = —\/12_7T e_yT
— X ~ N(0,1), dvs. fx(x) = 27Te 2 ,—00 < x <00 h/()’):z—\l/y
-y = (2) = vr

Mulige verdier for Y: [0, 00). Sa for y > 0 har vi

> VY
Fr(y) = P(Y < y) = P(X2 < y) = P(—/F < X < \/y) = / f (x)dx

— Y
/ﬁ 1 _ﬁd 2/” 1 _ﬁd 2g(h(y))
= e 2 ax = e 2 dx =2g(h(y
% V2 0 V2T
1 (V)3 1
fr(y) = Fu(y) =2g"(h(y)) - W' (y) =2 e” 2 - ——
v(y) = Fy(y) = 2g (h(y)) - h'(y) Nz N
B 1 13 -y x>-distribution:
Toir ) = g toxE e
: 51(4)

Teorem
Anta at X ~ N(0,1). Da er X* ~ x3.



Oppsummering

* Har sett pé situasjonen

- X ~ fx(X)
— la Y = u(X)
— hva blir fordelingen til Y, fy(y)?

* Har sett pa tre tilfeller
— X diskret stokastisk variabel

- bruk regneregler for sannsynlighet

— X kontinuerlig stokastisk variabel og u(x) strengt monoton funksjon

- transformasjonsformelen

— X kontinuerlig stokastisk variabel og Y kontinuerlig stokastisk variabel
- finn fgrst uttrykk for Fy (y)



