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Oppgave 1 KONTINUERLEGE STOKASTISKE FELT.

Sja pa eit kontinuerleg stokastisk felt { R(z); x € R'}, definert pa eit 1D referanse-
rom [—o00, co]. Modelparametra er:

E{R(2)} = pr(z) =10 — (z — a)® ;2 € R!

1
Cov{R(z"), R(z")} = cg(T) = exp {—107'2} 2, 2" € R

med 7 = 2" — 2.

Feltet har altsa hgogste forventa verdi lik 10 i den ukjende lokasjonen x = a, og
kovariansfunksjonen er gitt og translasjonsinvariant.

a) Spesifiser kravet som krevst til ein gyldig romleg kovariansfunksjon.

Teikn ei skisse av kovariansfunksjonen, cg(7) og forklar kva eigenskapar ved
feltet ein kan tolka fra skissa.

La det stokastiske feltet vere observert i lokasjonane (z1,...,xz,), det vil seie at
observasjonane er R, = (R(z1),..., R(x,)).

b) Definer den linesre estimatoren for lokasjonen til hggste forventa verdi a:

=1

der 8 = (B1,...,B,) er ukjende vekter som skal avgjerast.

Utlei eit uttrykk for den beste linesere forventningsrette estimatoren under
kvadratisk tap for a basert pa observasjonssettet R,. Berre minimeringspro-
blemet som ma lgysast for & avgjere vektene er naudsynt.

Definer det tilhgyrande deriverte feltet { R*(z) = dlflff) ;e R

c) Utlei uttrykk for fglgande modellparametre til det deriverte feltet { R*(x); x €
R}
E{R*(2)} = pg-(z) ;x € R
Cov{R*(2), R*(2")} = cp+(7) ; 2/, 2" € R}

med 7 = 2" — 2.

Teikn ei skisse av kovariansfunksjonen, cg«(7) og forklar kva eigenskapar ved
det deriverte feltet ein kan tolke fra skissa.



Side 2 av 3 TMA4250 Romleg Statistikk Eksamen 5. juni 2015

Anta at det stokastiske deriverte feltet ogsa er observert i lokasjonane (z1, ..., z,),
det vil seie at derivert-observasjonane er R} = (R*(z1),..., R*(z,)) .

d) Definer den linesre estimatoren for lokasjonen til hogste forventa verdi a:

n

= iﬁiR(%) + 2 %R ()

% =1
der dei ukjende vektene = (51,...,0,) 0g v = (71, ---,Va) skal avgjerast.

Utled eit uttrykk for den beste linesere forventningsrette estimatoren under
kvadratisk tap for a basert pa observasjonssettene R, og R}. Berre minime-
ringsproblemet som ma lgysast for a avgjere vektene er naudsynt.

Oppgave 2  HENDELSES STOKASTISKE FELT.

Sj& pa eit punkt stokastisk felt Fx : {X;;i = 1,...,N;D C R?} definert over
omradet D : [0, 10] x [0,10] [m?] € R

Anta fgrst at feltet er eit homogent Poisson stokastisk felt med konstant intensi-
tetsparameter A > 0 [m2].

a) Spesifiser sannsynet for at det ikkje finst nokre punkt i omradet D. Grunngi
svaret.

Spesifiser forventa tal pa punkt i omradet D. Grunngi svaret.

Gitt at talet pa punkt i omradet D er N = 10, spesifiser sannsynset for at
det er ngyaktig 3 punkt i del-omradet D : [0, 5] x [0, 5] [m?]. Grunngi svaret.

Anta fra no at feltet er eit Cox stokastisk felt kor, betinget pa intensitetsparamet-
ren ), feltet er eit homogent Poisson felt som definert over. Intensitetsparametren
A er no stokastisk med sannsynstettleik f(\) = iexp{—%} ;A > 0.

b) Utlei eit uttrykk for forventa tal pa punkt E{ N} og variansen til tal pa punkt
Var{N} for Cox feltet.

Definer S som kortaste avstand mellom midtpunktet i omradet D og neeraste
punkt i punktfeltet Fx. Anta at randeffekter forarsaka av at omradet er endeleg
kan ignorerast.

c) Utlei eit uttrykk for sannsynstettleiken til S for Cox feltet.
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Oppgave 3  MOSAIKK STOKASTISKE FELT.

Sjé pa eit mosaikk stokastisk felt L : {L, ;x € Lp} der Lp er eit regulaert grid
med n noder over D C R?, og L, € € : {W, B}. Det betyr at variablen L, kan
tilhgyre ein av klassane kvit (W) eller svart (B) for kvar z € Lp.

Definer folgande Gibbs modell for feltet:

Prob{L = [; 5} = constg X exp{3<uo>I(l, = 1,)}

der u,v € Lp, < u,v > representerer alle par av neeraste naboar i griddet Lp og
I(A) er ein indikatorfunksjon som tek verdien 1 nar A er sann og 0 ellers. Feltet
er altsa eit Ising stokastisk felt. Me antar at modellparameteren S er kjend.

Realisasjonar av feltet kan, teoretisk sett, genererast av ein ein-node (’single-site’)
Markov chain Monte Carlo (McMC) Metropolis-Hasting (M-H) simuleringsalgorit-
me. Denne algoritmen er iterativ og baserer seg pa eit forslags- og aksept/forkast-
konsept i kvar iterasjon. To moglege forslagsfordelingar er: trekk ein node uniformt
over Lp og oppdater node-klassen ved anten a a) bytte klasse eller b) trekke klasse
uniformt over €); , uavhengig av klassene i naboskapet.

a) Nytt formell algoritmebeskrivelse og matematisk formalisme i besvarelsen,
og ver szrs ngye med notasjonen.

Spesifiser ein-node McMC M-H simuleringsalgoritmen for feltet.

Spesifiser dei to forslagsfordelingane skissert over og diskuter deira karakte-
ristika.

Utlei berekningseffektive uttrykk for akseptsannsynet for dei to forslagsfor-
delingane.

Samanlikn dei to algoritmane definert av dei to forslagsfordelingane ved a
rekne ut sannynet for at realisasjonen av feltet endrast i ein iterasjon, og
vurder kva dette inneber for konvergens- og miksings-eigenskapane til algo-
ritmane.



