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Oppgave 1 KONTINUERLIGE STOKASTISKE FELT

Betrakt et stasjonært, isotropt gaussisk stokastisk felt {R(x); x ∈ D ⊂ R2} para-
metrisert ved forventningsverdi µr, variansverdi σ2

r samt den romlige korrelasjons-
funksjonen ρr(τ); τ ∈ R1. La det stokastiske feltet være representert i en n-vektor
R på et grid LD over D.

a) Spesifiser kravene som må oppfylles av modellparametrene (µr, σ2

r , ρr(τ)) for
at modellen for feltet skal være gyldig.

La Nn(µ, Σ) være en n-dimensjonal gaussisk pdf med forventningsverdi n-vektor
µ og kovarians (n × n)-matrise Σ.

b) Den n-dimensjonale pdf for R er gaussisk Nn(µr, Σr), også benevnt prior
pdf f(r).

Spesifiser uttrykkene for (µr, Σr) ved å benytte modellparametrene (µr, σ2

r , ρr(τ)).

La det stokastiske feltet bli observert i en m-vektor D ifølge likelihood relasjonen
f(d|r):

[D|R = r] = Hr + U

hvor H er en observasjons (m × n)-matrise og U er en gaussisk feil m-vektor
Nm(0im, σ2

d|rIm) uavhengig av R, hvor im og Im er henholdsvis en enhets m-vektor
og identitets (m × m)-matrisen. Anta at den aktuelle observasjonen er D = d.

c) Spesifiser den (n + m)-dimensjonale pdf’en for [R, D].

Spesifiser den n-dimensjonale pdf’en for [R|D = d], også benevnt posteriori
pdf f(r|d).

En realisasjon rs fra posteriori pdf f(r|d) kan bli generert ved en randomisert
optimeringsprosedyre:

• Generer r∗ fra Nn(µr, Σr)

• Generer d∗ fra Nm(d, σ2

d|rIm)

• Beregn rs = arg minr{(d∗ −Hr)[σ2

d|rIm]−1(d∗ −Hr)T +(r∗ −r)Σ−1

r (r∗ −r)T }
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d) Betrakt det 1-dimensjonale forenklede tilfellet med n = 1 og m = 1, da blir
den randomiserte optimeringsprosedyren:

• Generer r∗ fra N1(µr, σ2

r)

• Generer d∗ fra N1(d, σ2

d|r)

• Beregn rs = arg minr{(d∗ −hr)[σ2

d|r]
−1(d∗ −hr)+(r∗ − r)[σ2

r ]−1(r∗ − r)}

Demonstrer at denne prosedyren genererer en realisasjon fra posteriori pdf’en
f(r|d).

Oppgave 2 HENDELSES STOKASTISK FELT

Betrakt et homogent poisson stokastisk felt {Xi; i = 1, . . . , N ; D ⊂ R2} med modell
intensitetsparameter λ ≥ 0. Definer et vilkårlig del-område B ⊂ D og la N (B) ∈
{0, 1, . . . } være antallet punkter i del-området B.

a) Spesifiser uttrykket for Prob(N (B) > 0).

Utled uttrykkene for E(N (B)|N (B) > 0) og Var(N (B)|N (B) > 0).

Betrakt to vilkårlige del-områder B1 ⊂ D og B2 ⊂ D .

b) Spesifiser uttrykkene for E(N (B1)) , E(N (B2)), Var(N (B1)) og Var(N (B2)).
Utled uttrykket for Cov(N (B1), N (B2))

Sett inn i svaret B1 ∩ B2 = ∅ og B1 = B2 og diskuter resultatet.

c) Utled uttrykket for Prob(N (B2) = i|N (B1) = j).

Sett inn i svaret B1 ∩ B2 = ∅ og diskuter resultatet.

Oppgave 3 MOSAIKK STOKASTISK FELT.

Betrakt et mosaikk stokastisk felt L : {Lx ; x ∈ LD} hvor LD er et regulært grid
med n noder på D ⊂ R2, og Lx ∈ Ωl : {W, B}. Det betyr at variablen Lx tilhører
en av klassene hvit (W) eller svart (B) for hver x ∈ LD.

Definer følgende gibbs modell for feltet:

Prob{L = l; β} = constβ × exp{βΣ<u,v>I(lu = lv)}
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hvor u, v ∈ LD, < u, v > representerer alle par av nærmeste naboer i gridet LD og
I(A) er en indikator funksjon som tar verdien 1 når A er sann og 0 ellers.

Det betyr at feltet er et ising stokastisk felt. Modellparameteren β > 0 antas å
være kjent.

Betrakt observasjonene O : {Ox; x ∈ LD} hvor Ox ∈ {W, B}, det betyr at vi
observerer et binært felt. La likelihood modellen være:

Prob{O = o|L = l; p} =
∏

x∈LD

Prob{Ox = ox|Lx = lx; p}

hvor ox sammenfaller med lx med sannsynlighet (1−p) og er misklassifisert til den
andre klassen med sannsynlighet p. Modellparameteren 0 < p < 1 antas å være
kjent.

a) Demonstrer at markov formen for tilsvarende posteriori modell er:

Prob{Lx = lx|O = o, L−x = l−x; β, p}

= constβ,p × exp{ln[
1 − p

p
]I(ox = lx) + βΣ<x,v>I(lx = lv)}; ∀x ∈ LD


