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Kapittel 2

Prediksjon under generell modell

Et stokastisk felt defineres av en stokastisk prosess {Z(z):z € D C R"}. Dersom D € R?
vil realisasjonene {2(z) : z € D} vere en flate i rommet. I denne oppgaven vil vi anta
at D C R, men resultatene kan generaliseres til hoyere dimensjoner. Verdien til Z(z)
antas kjent i n observasjonspunkt. Utfra de kjente observasjonene, {z(z;); i = 1,..., n}, i
kjente posisjoner, {x;; ¢ = 1,...,n}, onsker vi & predikere realisasjonen av den stokastiske
prosessen Z(z) i et vilkdrlig punkt z = zq € D. I dette kapittelet presenteres den velkjente
prediksjonsmetoden kriging. Aktuelle referanser for kapittelet er Journel og Huijbregts
(1978) og Cressie (1991).

2.1 Modell

Vi antar at den stokastiske prosessen Z(z) kan uttrykkes som summen av et forvent-
ningsledd og et residualledd, det vil si,

Z(z) = p(x) + e(z)

der

E(Z(z)) = p(z)
Var(Z(z)) = o%(z)
Cov(Z(z), Z(y)) = K(z,y) = o(z)o(y)p(z,y)

Sterrelsen K'(-) kalles romlig kovariansfunksjon, mens p(-) kalles romlig korrelasjonsfunksjon.
Vi definerer observasjonsvektoren

c/>bs = (Z(xl)v vees Z(xn))
med tilhgrende kovariansmatrise

K(zy,z1) ... K(zy,2,)

K(zn,z1) ... K(zp,z4)
Kovariansvektoren mellom Z,ps og prosessen i et vilkdrlig punkt, Z(zo), angis ved,
k' = (K(zo,21),-.., K(z0,2,))
Et av problemene i prediksjonen av realisasjoner til Z(z), er at maling av Z(z) i hvert

observasjonspunkt er ikke-repeterbar. For a oppna pseudo-repeterbarhet er det vanlig 3
gjore stasjonaritetsantakelser.
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2.2 Terminologi og begreper

Z(z) sies & vaere en annen-ordens stasjonzr prosess dersom,
E(Z(z)) =p
Cov(Z(z),Z(y)) = K(z —y) = o*p(z — y)
Dette betyr at antakelsen om annen-ordens stasjonaritet medfgrer at en modell blir ho-
mogen, det vil si at o(z) er konstant for alle ¢ € D. Niar o(z) varierer kalles modellen

ikke-homogen. En mye brukt stgrrelse for a karakterisere en stokastisk prosess er vari-
ogrammet, v(z — vy), definert ved,

vz —y) = %Var(Z(z) - Z(y))

Sammenhengen mellom variogrammet og den romlige kovariansfunksjonen er spesielt enkel
for en annen-ordens prosess,

Yo —y) = S(Var(Z(z)) + Var(Z())) - Cov(Z(x), 2(»))
= K(0)~ Kz~ y)

Enhver kovariansmatrise skal vaere positivt semi-definit, det vil si,

n

Z z": a;ar K (zi,21) >0

=1 k=1

for alle n, for alle {a;; a; € R, i = 1,....n} og for alle {z;; z; € D, i=1,...,n}. For en
annen-ordens prosess er,

ar (2 aiZ(a:i))

il

n

Z f_: aiar K (z;, zk)
1k
= 2

=1k
>0

.e
1]
A

M:

a;ap K (z; — zi)

il
-

slik at betingelsen for gyldig kovariansfunksjon sammenfaller med den ngdvendige betingelse
ved en modell, nemlig ikke-negativ varians. Fra sammenhengen mellom kovariansfunksjo-
nen og variogrammet ser vi at kravet om gyldig kovariansfunksjon er ekvivalent med

Z Z a;apy(z; —2x) <0 der za; =0

=1 k=1 =1

for alle n, for alle {a;; a; € R, 7 = 1,...,n} og for alle {z;; z; € D, i = 1,...,n}.
Dette betyr at variogrammet er det en betegner betinget negativt definit. I resten av
dette kapittelet vil vi se pa en generell modell, der vi i utgangspunktet ikke gjor hverken
stasjonaritetsantakelser eller antakelse om homogen modell.

2.3 Kriging prediktorer som betinget forventning

Prediktoren for den stokastiske prosessen Z(z) i et vilkdrlig punkt z = zq, betegnes Z(mo),
og finnes ved & minimere den forventede kvadratiske prediksjonsfeilen gitt observasjonene,
det vil si minimer,

MKPE =E ((Z(zo) - Z(mo))2 | Z(z;) = 2(z;), i = 1n)
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Velkjent resultat, Christensen(1987), gir en optimal prediktor pa formen,
Z(zg):E(Z(xo)|Z(zi):z(xi), t=1,...,n) (2.1)
Prediksjonsvariansen er definert ved,

Uge(l‘o) = Var (Z(CEO) - Z($0) | Z(z;) = 2(z;), 1 = 1,.. .,n)
Var (Z(z0) | Z(2:) = ~(z0), i = 1,...,n)

Generelt vil den optimale prediktor vaere ikke-linezer, men vi vil konsentrere oss om linesere
prediktorer. Gruppen av linezre og forventningsrette prediktorer som er optimale med
hensyn pa minimering av MKPE, kalles kriging prediktorer. Det er definert flere typer
kriging prediktorer avhengig av forskjellige modellantakelser for Z(z) og forskjellige an-
takelser vedrgrende formen pa prediktoren. Vi vil finne uttrykkene for prediktoren og
prediksjonsvariansen under enkel kriging og universell kriging, samt et spesialtilfelle av
universell kriging.

2.4 Enkel kriging

[ enkel kriging antas bade forventningsfunksjonen p(z) og den romlige kovariansfunksjonen
K(-) som kjent 1 modellen,
Z(z) = plz) + £(z)

der

E(Z(z)) = p(z)
Var(Z(z)) = 02(:16)
Cov(Z(z),Z(y)) = K(=z,y)

I de kjente observasjonspunktene vil

Zobs = Hobs + Eobs

der
tobs = ((1)y -, ()

Si)bs = (5(3:1)’ .. ‘75(1771))

Prediktoren i et vilkdrlig punkt zo skal veere lineser i Z,ps, det vil si,

Z(zo) = iaiZ(x,-) +b

i=1
Vi gnsker kun 4 se pa forventningsrette prediktorer,
E(Z(20)) = 3 acsle:) + b = u(zo)
i=1

Dette gir folgende betingelée pa b,

b= e0) — 3 unlao)

=1

For & finne uttrykket for de ukjente vektene, {a;; ¢ = 1,...,n}, minimeres MKPE med
hensyn pa disse parametrene. Vi ma lgse,

Min (E (Z(JI()) - Z(xo))2) der b = p(zo) — iai,u,(:ti)
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Vi har

. 2
E(Z(:zo) (xo))z = E( Zasz ~/L(mg)+Zaua:,>

=1
2
= E <(Z( - 1(zo)) Za - p(x; )))

Derivasjon med hensyn pa «; gir,
E (((Z(aro) = wzo)) = > o (Z(x;) - /L(%‘))) (Z(zj) - /L(%‘))) =0
=1

0

Cov(Z(zg), Z(z;)) = Za Cov(Z(z;), Z(x;)) for j = 1,.
1=1

T
K=o K

Ettersom kovariansmatrisen A er positivt semi-definit, vil matrisen vaere inverterbar, slik
at o' = k'K ~'. Uttrykket for den enkle kriging prediktoren blir dermed,

Z(IL‘Q) = k,["wl Zobs + b
= KK (Zobs — fobs) + 1(20)

Nar uttrykket for vektene, {e;; ¢ = 1,...,n}, er kjent kan prediksjonsvariansen o2 (o)
beregnes,
age(xo) = Var <Z(z0) — Z(mo))
= Var (Z{z¢) — o' Zops)
Var(Z(zo)) + a'Var(Zobs)a — 20’ Cov(Zobsy Z(0))
K(zg,z0) + &' Ka — 2’k
= K(zo,z0) + KK 'k - 28’ K~k
= K(zo,z0) — KKV

2.5 Universell kriging

I de fleste tilfeller kan ikke forventningsfunksjonen antas kjent, slik at enkel kriging ikke
kan brukes. I universell kriging ser vi pa folgende modell,

2(2) = u(s) + <(x)
der

E(Z(2)) = 3 Bifi(=)
=1
Var(Z(z)) = o%(z)

] Cov(Z(z), Z(y)) = K(z,y)
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Funksjonene { f;(z); j = 1,....p} antas & veere kjente, mens {3;; j = l,...,p} er ukjente
parametre. Vektoren av funkSJoner 1 prediktorpunktet, zq, defineres som

= (filza), ..., fo(z0))

I de kjente observasjonspunktene kan modellen uttrykkes pa matriseform som,
Zobs - Fﬂ + Eobs

|
Zi(z1) flzy) ... fp(xl) B e(zy)

Zn(n) filzn) e Sz )\ B, (zn)

Vi ser kun pa linexre prediktorer,

Z(zo) =S oiZ(zi) + b

1=1

Betingelsen for forventningsretthet for prediktoren blir,

E (Z(z0)) = B(Z(z0))

4
E <i aiZ(:z:i)> +b = E(Z(z0))
=1

4
n 14 14
Yooy Bifilzi)+ b= B;filzo)
=1 1=1 7=1

4
r n P
Z/%Z”zf] +b*Z/3jfj(r0)
7=1 1=1 =1

Dette gir
p n
b= 73; (fj(ivo) > aifj($f)>
=1 1=1
Ved a kreve
Za,fj = fi(wo) for j = 1,.

blir 6 = 0 for alle 8;. Uttrykket for prediktoren, Zﬁ(zg’), finnes ved a minimere MKPE
under denne betingelsen, det vil si at fplgende problem ma loses,

- 5 2 - .
Min <E (Z(.’L‘()) - Z(zo)) > der Zaifj(l”i) = fi(zo) for y=1,...,p
1=1
For & minimere MKPE under en betingelse brukes standard Lagransk teknikk. Metoden

gar ut pa a innfpere Lagranske multiplikatorer m;, som sikrer at kravet om forventningsret-
thet blir tilfredsstilt. Dette betyr at vi gnsker a minimere uttrykket,

(Z(;z:()) (z0) ) - ZZm] (Za filzi) = fi( 3:0)>
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der

2

Il

E (Z(a:o) - Z(.m))

Var (Z(xo) - zn:fliZ(zi)>
=1

= Var(Z(zp)) + Var <i aiZ(xi)> — 2Cov <Z(zo),ia,~Z(a:i)>
=1

=1

= Var(Z(zo)) + ) o Var (Z(z:)) + 2> 3 evarCov (Z(z;), Z(z))

1=l k=11i<k

-2 }: a;Cov (Z(zy), Z(z:))

=1

Uttrykket minimeres ved & derivere med hensyn pa parametrene {o;; i = 1,...,n} og

multiplikatorene {m;; j = 1,...,p} og sette disse uttrykkene lik 0. Derivasjon med hensyn
pa a, gir,
0 S
S 2a,Var (Z(z,)) + 2 Z a;Cov (Z(x;), Z(z,)) + 2 Z arCov (Z(z,), Z(zk))
T i<r r<k
P
—2Cov(Z(z0), Z(z,)) — 2 Y m; fi(z,)
=1
= Qforr=1,...,n
Utskrevet pa matriseform,
0 K(zy,z9) ... K(zy,z,
R L @)
6!20'2(.'132) ?’ 1 . Qo
+ : =
4 K(zp-1,2n)
2 n—1sdn
o0 (2n) K(zn,21) o K(2n, 1) 0 n
K(zo,21) filzy) oo folzy) my
K (z9,13) : : ma
+
K(zo,z,) flza) ... fo(zn) my

som er ekvivalent med Ka = k + F'm. Derivasjon med hensyn pa m, gir,
n
Za,-f,(x;) = fi(zo)forr=1,...,p
1=1

det vil si F'a = f. Ligningene
Ka=k+ Fm

Fla=f

lgses med hensyn pa m og «,
a=K1%+ K 'Fm

4
Fa=FKY%+FK'Fm=f
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4
m = (F' K- F)y~Nf - FE~'k)

Uttrykket for vektene « blir dermed,
o= K" k+ Fm)= K™ (k+ F(FKT'R)™(f - F'E™'E))

og prediktoren blir,

Z(zg) = o Zobs
= (K4~ FETR)(F'KT )T F) K™ Zobs

Den universelle kriging prediksjonsvariansen blir pa formen,

Jge(mo) = Var (Z(zo) - Z(:co))
= K(zg,20) + o' Ka -2’k
K(zg,z0) + '(k + Fm — 2k)
= K(zo,z0) + f'm—d'k
= K(zo,zo)+m'f—kK 'k—m'FFK 'k
= K(zo,zo)+{(f— FFKT'RY(F'KYF)y Y f - FPK~Y%) - KK~k
Prediksjonsvariansen under universell kriging vil naturlig nok bli stgrre enn under enkel

kriging, ettersom det knytter seg usikkerhet til parameterestimering. De ukjente parame-
tre, {8;; j = 1....,p}, kan finnes ved samme metode som prediktoren Z(zo). Vi antar

Be=3 mZ(z:)+b
11

Kravet om forventningsretthet gir

i

p
D B> mifi(zi) = B
1=1 t==1
Derivering gir ligningssystemet
Kn=Fm

F'n=1
som lgses med hensyn pa 7. Dette gir
B o= (FETF) K™ Zos
Den universelle kriging prediktoren kan dermed forenklet uttrykkes som

Z(xzo) = '3+ K K™Y Zops — FB)

2.6 Spesialtilfeller av kriging

2.6.1 Antakelse om Gaussisk prosess

Den optimale prediktoren (2.1), med hensyn pa minimering av MKPE, kan finnes direkte
fra simultanfordelingen til Z,ps og Z(zp), dersom denne fordelingen er kjent, Hjort og
Omre (1992). Dersom Z(z) antas Gaussisk vil,

Z(zo) \ | n fB Ku Ki2
Zobs i FB |\ Kn K
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der

Ky = Var(Z(zo)) = K(zo,20)
K2 = Ki = Cov(Z(z0), Zops) = k'
Koy = COV(ZObS) = K.

Resultat fra Johnson og Wichern (1992) gir,
Z(z0) | Zobs ~ N(fB+ k' K™ (Zobs — FB), K(z0,20) — k'K ™' k)
slik at
E(Z(z0) | Zobs) = fB+ k' K™ (Zons — F)
Var(Z(:cO) I Zobs) = I&’(‘To,(EO) - klIf-l]C

Dette betyr at i det spesielle tilfellet med en Gaussisk prosess blir den optimale prediktor
linezer i Zohs og prediksjonsvariansen blir uavhengig av Z,ps. Paramtrene, 8, antas kjent
slik at forventningsfunksjonen kjent. Ettersom antakelsen om Gaussisk prosess gir en
optimal linezr prediktor og ettersom forventningsfunksjonen antas kjent, vil uttrykkene
for prediktor og prediksjonsvarians vzere de samme som ved enkel kriging.

2.6.2 Ordiner kriging

Prediksjonsmetoden som vil bli benyttet i denne oppgaven tar utgangspunkt i et spesialtil-
felle av universell kriging, kalt ordinzer kriging. I ordinzer kriging antas prosessen Z(z)
& veere fprste-ordens stasjoner, det vil si forventningsfunksjonen u(-) antas ukjent, men
konstant. Vi ser pa modellen,

Z(z) = p(z) + =(a)
der
E(Z(z)) = u
Var(Z(z)) = o*(z)
Cov(Z(z), Z(y)) = K(z,y)
Dette betyr at vi under modellen i universell kriging har satt

P
SoBifiley=p,i=1,...,n

=1

F=p

For den linezre prediktor
Z(zo) = > iZ(zi) +b
=1

blir kravet om forventningsretthet,

E (Z(m0)> = ia;y-&—b =u

t=1

Vi krever 1’a = 1 slik at b = 0. Ligningssystemet som lgses under ordinzer kriging blir,

Ka+m=k
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la=1

der m er Lagrange multiplikator som sikrer at kravet om forventningsretthet blir oppfylt.
Vektene, {a;, ¢ = 1,...,n}, kan finnes ved a lgse det utvidete ligningssystemet,

K(zy,zy) ... K(zy,z,) 1 ay K(zg,2,)

Kz, zy) ... K(zp,z,) 1 an, - K(zo,z,)

1 e 1 0 m 1
T
Koag = ko

Den ordinzre kriging prediksjonsvariansen kan dermed uttrykkes ved utvidete matriser
som,

ape(a:o)2 = K(zg,20)+ ' Ka —2a'k
= K(zo,z0)+ & (Ka—-k)— 'k
K(zg,z0) — o'k —m
= K(zo,z0) — apko
Den enkleste maten a finne formen pa den ordinzere kriging prediktor og prediksjonsvarians

er & innse at F3 = p oppfylles nar F' = (1,1,...,1) og f = 1. Direkte innsetting i
uttrykkene under universell kriging gir,

1-kK 11
—— UV K7 Zobs
UE-11 ) b fob

Z(CEQ) = (]C/ +
Tpe(20)® = (1= VKR (K" (1= VK™'k) = K'K~'k + K (z0,z0)
(1-UK~'k)?

o S =1,
= Klzg,z0)— kK 'k + s

2.6.3 Homogen modell

Uttrykket som ble funnet for den universelle kriging prediktoren var avhengig av den uk-
jente standardavviksfunksjonen o(z). Som nevnt tidligere sies en modell & veere homogen
dersom o(z) er konstant for alle z € D. Denne antakelsen gir modellen,

Z(z) = p(z) + <()

der

E(Z(2)) = n(z)

Var(Z(z)) = o*

Cov(Z(z),Z(y)) = K(z,y) = o°p(z,y)
Under homogen modell er
k' = a*(p(z1,20), - .. p(2n, Z0))
og kovariansmatrisen for observasjonsvektoren er
p(zi,z1) ... p(z1,24a)
K=o : : =o’%

P(Zn 1) .. p(TnsTn)
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Av uttrykket for den universelle kriging prediktor ser vi at under homogen modell vil

rediksjonen vere uavhengig av 0%, mens rediksjonsvariansen kan uttrvkkes pi formen,
p A p y p

age(xo) = qo?
der a er konstant med hensyn pa standardavviket. Som estimat for 0% kan man for
eksempel benytte den forventningsrette estimatoren, Hjort og Omre (1992),

. 1 e .

5% = p(ZObS ~ FBYS™ N Zops — F)

e

Estimatoren er forventningsrett ettersom,

i

E <<Zobs - F3) = (Zans - F/}))

5 (1 (2= £3) 57 (7 - 1))
R ORI

= tr(s7(E - F(F'E™' F)™ F)o?)
= o (eI _gr (E"IF(F'Z*‘F)*W))
= o*(n-p)

2.6.4 Ingen korrelasjon under homogen modell

I det ukorrelerte tilfellet med homgen varians er k = 0 og K = 02]. Prediktor og predik-
sjonsvarians blir,

Z(zo) = (K +(f - METIPYF' K Ry P K17,

fI(FIF)—l F,Zobs

(f= PR (FET P Y f = PR — KK~k + K (2o, z0)
(FF P +1) o

It

Uge(xo)

I

For de ukjente parametre ;3 gir antakelsen om ingen korrelasjon,

B=(F'FY'FZ,,

som er den vanlige minste kvadraters estimator for de ukjente parametre i en regresjons-
modell.

2.6.5 Prediksjon i observasjonspunktene

En prediktor i et observasjonspunkt bgr bli observasjonen selv. Ettersom zo = z; vil
vektoren f’ bli i’terad i F og k' blir i’te rad i K. Dette betyr at,

KK = (0,...,0,1,0,...,0)
med 1 pa ¢’te plass. For den universelle kriging prediktor og prediksjonsvarians fir vi,

Z(zi) = (K +(f - MET'F)F KR VP K~1Z,,
Z(z;)
Ope(2) = (f= FETRY(FEF) ™ (f - FE~%) - KK~k + K(z;, ;)
= 0

for alle {z;; i =1,...,n}.




